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Flexible manipulators have plentiful applications in Aero-Space fields, due to their 
less weight and maneuverability. In fact, the ratio of their load carrying capacity to their 
weight, make them more excellent over their rigid ones. Moreover, these manipulators are 
known as good candidates in Aero-Space applications because of their less energy 
consumption, and smaller actuators. In this paper, the dynamic modeling of the flexible 
manipulators are performed using Finite Element Method (FEM), and optimal control of 
point-to-point motion of robot is done via optimal control method. To dynamic modeling 
of flexible manipulator, each link of the robot is divided into sufficient elements, and total 
displacement of the element is presumed as summation of a rigid displacement and a 
displacement because of flexibility. By means of Lagrange’s principle, dynamic equations 
of the flexible robot are derived, and the effect of number of the on dynamic motion of the 
robot is considered. Also, for the optimal point-to-point motion planning of the elastic 
manipulator, the nonlinear dynamic equations of the robot is assumed as constraints of 
optimal control problem, and a proper cost function is defined including torque and speed 
terms. Then, variation of calculus and Pontryagin’s minimum principle are employed and 
optimality conditions are resulted in a set of nonlinear differential equations, which is 
solved numerically. The priority of the optimal control method on the optimal motion 
planning of the flexible manipulator is discussed, and simulations for a single-link elastic 
robot illustrate the applicability of the method.           
Key Words: flexible manipulator, dynamic modeling, finite element method, motion control, point-

to-point motion, optimal control. 
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فضايي هاي انعطاف پذير به دليل وزن كم و قابليت مانور پذيري بالا، كاربردهاي فراواني در صنايع ربات
ها موجب برتري آنها نسبت به نوع در حقيقت نسبت بالاي ظرفيت حمل بار به وزن اينگونه ربات. دارند

همچنين مصرف انرژي كمتر، داشتن عملگرهاي كوچكتر و همچنين سرعت عملكرد . صلبشان گرديده است
در اين مقاله به . ده استعنوان انتخابي مناسب در كاربردهاي فضايي معرفي كر ها را بهبالاتر اين ربات

و   (finite element method)پذير با استفاده از روش المان محدود سازي ديناميكي ربات انعطاف مدل
سازي ديناميكي به منظور مدل. شودطراحي مسير حركت نقطه به نقطه آن به روش كنترل بهينه پرداخته مي

آن به تعداد كافي المان تقسيم گرديده، و بردار جابجايي پذير، هر لينك انعطاف  (Manipulator)منيپولاتور
پذيري آن در نظر هر المان ربات به صورت مجموع يك حركت صلب گونه، و يك جابجايي ناشي از انعطاف

تحليل  پذير استخراج شده، وسپس با استفاده از اصل لاگرانژ معادلات ديناميكي ربات انعطاف. شودگرفته مي
همچنين به منظور . گيردمي هاي لينك ربات مورد مطالعه قرارآن تحت اثر افزايش تعداد المان رفتار ديناميكي

طراحي مسير بهينه نقطه به نقطه منيپولاتور الاستيك، معادلات ديناميكي به عنوان قيود غيرخطي مسئله 
اور و سرعت، هاي گشتكنترل بهينه در نظر گرفته شده، و با تعريف تابعي هزينه مناسب شامل ترم

- سپس با استفاده از روش حساب تغييرات، معادلات بهينگي ربات انعطاف. شودفرمولاسيون مسئله انجام مي
هاي عددي گردد، كه به كمك روشپذير به صورت يك مجموعه معادلات ديفرانسيل غيرخطي استخراج مي

پذير، و همچنين ينه ربات انعطافكنترل بهينه در طراحي مسير به مزيت استفاده از روش. قابل حل است
سازي انجام شده كاهش حجم معادلات ديناميكي غير خطي ربات، مورد توجه بيشتري قرار گرفته، و شبيه

  .دهنده كارايي روش پيشنهادي استلينكي الاستيك نشانبراي يك ربات تك

  .  ، كنترل مسير، حركت نقطه به نقطه، كنترل بهينهسازي ديناميكي، روش المان محدودپذير، مدلربات انعطاف: هاي كليدي واژه
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ij پذيرام ربات انعطافiام مربوط به لينكjالمان دلخواه 
ijr
 Oأنسبت به مبد ijجايي المان هبردار جاب
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  مقدمه 
را شوند كه بيشترين سفتي اي طراحي ميگونه بهها اغلب ربات

با استفاده از مواد سنگين و ابعاد توان  را مياما سفتي بالا . باشند داشته
شدن سرعت عملكرد ربات، دست آورد كه اين منجر به محدود بهبزرگ 

كه در از آنجا. شود افزايش ابعاد عملگرها و مصرف بالاي انرژي مي
بالاي ربات، قابليت مانور بالا و همچنين  كاربردهاي فضايي، سرعت

مصرف كم انرژي بايد مورد توجه قرار گيرد، دليل توجه بسيار طراحان 
  . شودصلب آنها بيشتر نمايان مي ةها نسبت به گون به اين گونه ربات

شوند كه بيشترين سفتي اي طراحي ميگونه هاي صلب بهربات
ها وزن شود كه اين رباتباعث مي مسئلهاين . را دارندو صلبيت 

شدن كه منجر به محدود د،نباش  داشتهتري  بيشتر و ابعاد بزرگ
. شودسرعت ربات، افزايش سايز عملگرها و مصرف بالاي انرژي مي

هاي با مصرف انرژي از طرفي در كاربردهاي فضايي، نياز به ربات
هاي ه؛ و لذا رباتكم، قابليت مانور بالا و عملكرد سريع بود

تر، به بيان دقيق. پذير در اين زمينه كاربرد فراواني يافته است نعطافا
پذير در مقايسه با نوع صلبشان مزايايي چون وزن هاي انعطافربات
 ةتر و هزينتر، انرژي مصرفي پائين هاي كوچكتر، محرك سبك

پذير در استفاده از بازوهاي انعطاف بنابراين. نددارساخت كمتري 
 ةگذشته مورد توجه بيشتري قرار گرفته و به ويژه در زمينهاي  سال

بدين . مورد كاربرد فراوان بوده است] 2-1[تحقيقات هوا و فضا 
سازي و بررسي رفتار ديناميكي ربات لينك الاستيك منظور مدل

از ] 3[بوك : توسط بسياري از محققان مورد مطالعه قرار گرفته است
ي استخراج معادلات ديناميكي ربات پذير براروش لاگرانژين برگشت

با استفاده از روش ] 4[رخشا و گودنبرگ . دكرپذير استفاده انعطاف
پذير اويلر براي تحليل رفتار ديناميكي ربات انعطاف -نيوتن
رفتار ديناميكي بازوي لينك ] 5[باراكو و ديگران . لينكي پرداخت يك

در . دندكربيان الاستيك را توسط دو مجموعه معادلات ديناميكي 
پذير سازي ربات انعطافاز مدل جرم متمركز براي مدل] 6[مرجع 

پذيري در اثرات انعطاف ةبه مطالع] 7[ مقداري. استفاده شده است
هاي ناشي از نظرگرفتن تغيير شكلاي با دربازوهاي الاستيك صفحه

تغيير شكل الاستيك ] 8[در مرجع . خمش و پيچش پرداخت
 4پذير به روش مودهاي پيش فرضانعطافهاي ربات  لينك
تاجداري و . سازي، و معادلات ديناميكي آن استخراج شده است مدل

سازي و  منظور مدل از روش جديد المان محدود به] 9[ ديگران
همچنين . پذير استفاده كردندمنيپولاتورهاي انعطاف سازيشبيه

پذير نعطافسازي ديناميكي ربات ا به مدل] 10[عابدي و همكارانش 
به بررسي رفتار ] 11[زاده كورايم و ناظمي. دو لينكي پرداختند

  . هاي محدود پرداختندپذير با استفاده از المانديناميكي ربات انعطاف
_________________________________ 

4. Assumed mode 

هاي كاربردي هوا و فضا منظور كنترل و هدايت سيستم بهاز طرفي 
وانگ و ]. 13، 12[شود هاي كنترلي مدرن استفاده مياز روش
به طراحي مسير حركت ربات صلب با استفاده از ] 14[انش همكار

براي حل  B-Splineآنها از توابع . روش كنترل بهينه پرداختند
كنترل بهينه استفاده كردند كه اين رويكرد باعث  ةمستقيم مسئل

كورايم . شودافزايش حجم محاسبات در حين طراحي مسير بهينه مي
منظور كنترل  به  5خطي تكراري ريزياز روش برنامه] 15[و غريبلو 

. ظرفيت حمل بار آن پرداختند ةمنيپولاتور لينك الاستيك و محاسب
نشدن  ميكي در مرحلة طراحي مسير و ارضاسازي معادلات دينا خطي

  .استكامل شرايط مرزي حركت از مشكلات اين روش 
با استفاده از روش المان محدود انجام هر لينك ربات  ،در اين مقاله

جايي كلي المان به صورت  هتعدادي المان تقسيم شده و بردار جاب به
پذيري با  جايي انعطاف هجايي حركت صلب و بردار جاب همجموع بردار جاب

جايي  هبا بيان بردار جاب. شودبيان مي 6گرفتن توابع فرمي هرمتيننظردر
المان در مختصات مرجع، انرژي جنبشي و پتانسيل سيستم استخراج شده 

پذير استخراج با استفاده از اصل لاگرانژ معادلات ديناميكي ربات انعطافو 
نظرگرفته شده براي هر لينك ربات افزايش درهاي تعداد المان. شودمي

ثير افزايش آن بر رفتار ديناميكي منيپولاتور مورد بررسي قرار أداده شده و ت
حي و كنترل همچنين با استفاده از روش كنترل بهينه به طرا. گيردمي

بدين . شودربات لينك الاستيك پرداخته مي ةمسير حركت نقطه به نقط
عنوان قيود مسئله  بهمنظور معادلات ديناميكي ربات در فضاي حالت 

ترين انرژي مصرفي شامل  نظرگرفته شده و تابع هدف كمكنترل بهينه در
 سپس از روش حساب تغييرات. دشوهاي گشتاور و سرعت تعريف ميترم

سيستم استفاده شده و معادلات بهينگي  7نيمم پونترياگين و اصل مي
مجموعه معادلات ديفرانسيل غيرخطي كوپله شده بيان  صورت يك به
هاي عددي و با درنظرگرفتن شرايط اين معادلات به كمك روش. شودمي

. شودحركت ربات حاصل مي ةمرزي مشخص حل شده و مسير بهين
پذير تك لينكي با درنظرگرفتن  براي ربات انعطافسازي انجام شده  شبيه

مورد بحث  ةها و همچنين برتري استفاده از كنترل بهينتعداد متفاوت المان
كارايي روش پيشنهادي در كاربرد  دهندة نشان قرار گرفته و نتايج حاصله

  .آن است

پذير  لات ديناميكي ربات انعطافاستخراج معاد
  به روش المان محدود

پذير با تعداد ان معادلات ديناميكي ربات انعطافكلي براي بي در حالت
m لينك، هر لينك دلخواهi بهin المان به طولijl تقسيم 

_________________________________ 
5. Iterative linear programming 
6. Hermetian shape functions 
7. Ponryagin’s minimum principle 
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ijrجايي نسبت به دستگاه مرجع با هبردار جاب ،هر المان براي. شود مي
 

. آيد دست مي هبijVو انرژي پتانسيلijTنمايش داده و انرژي جنبشي
q صورت با بيان بردار مختصات تعميم يافته در اين

انرژي جنبشي و ، 
  :آيد دست مي هب) 1( ةپتانسيل كلي سيستم از رابط

)1(  T൫qሬԦ, qሬԦሶ ൯ =෍෍T୧୨୬౟
୨ୀଵ

୫
௜ୀଵ V൫qሬԦ, qሬԦሶ ൯ =෍෍V୧୨୬౟

୨ୀଵ
୫
௜ୀଵ  

و با تشكيل تابع لاگرانژين  VTq,qL 
  ،و بيان اصل لاگرانژ

   :شودمعادلات ديناميكي سيستم به شكل نهايي زير بيان مي

)2(  MqሬԦሷ + f൫qሬԦ, qሬԦሶ ൯=BτሬԦ 
پذير نمايش داده امين لينك از منيپولاتور انعطافi) 1(در شكل 

مختصات دستگاه مرجع و دستگاه OXYمختصاتدستگاه . استشده
iii YXO دستگاه مختصات متصل بهiامين لينك ربات است.  

  
  پذيرربات انعطاف - 1شكل 

پذير كافي منظور استخراج معادلات ديناميكي ربات انعطاف به
را محاسبه كرده  ijاست كه انرژي جنبشي و پتانسيل المان دلخواه 

انرژي جنبشي و پتانسيل كلي سيستم را ) 1(و با استفاده از فرمول 
توان به  با استفاده از اصل لاگرانژين مي سپس. دست آورد هب

بيان ) 2(ة پذير كه به شكل رابطمعادلات ديناميكي ربات انعطاف
 ijدر ادامه به بررسي المان دلخواه  بنابراين. شود دست يافت مي
  .كنيم خته و روابط انرژي را براي آن استخراج ميپردا

 امiاز لينك  ijانرژي جنبشي و پتانسيل المان دلخواه 

ijrچنانچه
 دلخواه از المان ةجايي هر نقط هبردار جابij أنسبت به مبد

O دستگاه مرجع باشد، انرژي جنبشي المانij را باijT  نشان داده
   :آيددست مي هب) 3( ةو از رابط

)3( 
0

1
. 0

2

i Tl
ij ij

ij i ij ij ij

r r
T m dx x l

t t

  
   

   


 
 

ijrجايي مطلق  هاز طرفي بردار جاب
  المان، شامل مجموعr,ijr

 
f,ijrام و همچنين iجايي ناشي از يك حركت صلب لينك  هجاب

 
هاي الاستيك لينك نسبت به جايي ناشي از تغيير شكل هبردار جاب
iiiدستگاه YXO ربات )1(به عبارت ديگر با توجه به شكل . است ،
اي جايي زاويه هگونه منطبق به جابتواند يك حركت صلبابتدا مي

i جايي ناشي از تغيير شكل الاستيك  همفصل داشته، و سپس جاب
جايي كلي المان را نشان  هبردار جاب) 4( ةرابط .ربات نيز داشته باشد

   :دهدمي

)4(  , ,ij ij r ij fr r r     

جايي  هگونه ربات متحرك، بردار جاببراي بيان حركت صلب
جايي  همختصات مرجع به صورت مجموع جابآن را در دستگاه 

جايي المان در دستگاه مختصات  هام و همچنين جابi مفصل لينك
iiiمحلي YXOجايي در  هشود، كه بردار جابدرنظرگرفته مي

iمختصات محلي با استفاده از ماتريس تبديل 
0T در مختصات مرجع

پذيري ربات جايي ناشي از انعطاف هبردار جابهمچنين . شودبيان مي
كه با استفاده از روابط المان محدود  استبه علت خيز الاستيك آن 

   :جايي المان است هلذا روابط زير بيانگر بردارهاي جاب. شود ميه ئارا

)5(  






 


0

xl)1j(
Trr ijii

0Or,ij i

  

)6(  









ij

i
0f,ij y

0
Tr

  

پذيري المان در جايي قائم ناشي از انعطاف هجاب ijyاز طرفي 
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  اعمال شرايط مرزي
پذير با دقت بررسي شود، چنانچه معادلات ديناميكي ربات انعطاف

اول لينك  ةتوان رسيد كه گربه اين نتيجه مي) 1(مطابق شكل 
به عبارت ديگر . ام منطبق بر مفصل همان لينك استiدلخواه 

اره صفر بوده و ها همواول هر يك از لينك ةمقادير خيز و شيب گر
از معادلات ديناميكي  دمربوط به آنها باييافته  لذا مختصات تعميم

   .پذير حذف شودربات انعطاف

)17(  0)t(u,0)t(u 2i1i   

منظور اعمال شرايط مرزي، به علت آنكه برخي از متغيرهاي  به
شود، بهتر است اين حذف متغيرها در يافته سيستم حذف ميتعميم
نوشتن تابع لاگرانژين سيستم انجام پذيرد، تا حجم محاسبات  ةمرحل

  .  كاهش يابد

  پذيرسازي رفتار ديناميكي ربات انعطاف شبيه
لينكي مورد مطالعه  تك پذيردر اين رفتار ديناميكي يك ربات انعطاف

  . گيردقرار مي
سازي انجام شده در پذير در شبيهپارامترهاي ربات انعطاف

 :داده شده است نشان) 1(جدول 

  لينكي پذير تكمقادير پارامتري ربات انعطاف  -1جدول 

 مقادير پارامتر ربات

iL1 متر  
im5  كيلوگرم بر متر 

iE20 گيگا پاسكال 

iI9 -10 ×50 كيلوگرم بر مترمربع 
  

ثير أپذير و بررسي تمنظور بررسي رفتار ديناميكي ربات انعطاف به
تدا لينك ربات را با يك پذير، ابتعداد المان بر پاسخ ديناميكي ربات انعطاف

نظرگرفته كه با اعمال شرايط مرزي مختصات تعميم يافته برابر با المان در
 431 uuq 

 سازي ديگر لينك  همچنين در شبيه. است
يافته در اين  ختصات تعميمشود كه م الاستيك به دو المان تقسيم مي

 حالت برابر 65431 uuuuq 
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همچنين براي . است 
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   :شودتبديل به صورت زير بيان مي

)18(  











11

111
0 cossin

sincos
T  
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1 0   1.2در مدت زمانft s كندحركت مي.  
  :نشان داده شده است )2(موقعيت انتهايي ربات در شكل 
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ود كه با افزايش 
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  يك انتهاي ربات
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XPLHهميلتونين به صورت  T  شود كه بردار تشكيل ميP 
رياضي، سپس با انجام برخي محاسبات . نامندرا بردار شبه حالت مي

مجموعه معادلات ديفرانسيل صورت  در نهايت شرايط بهينگي به
   ]:16[شود غيرخطي كوپله شده استخراج مي
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ن آمده، تابع هميلتوني دست هب ةمقادير بهين دكند كه باياصل بيان مي

نظرگرفتن قيد بر روي كنترل ورودي را نيز كمينه كند، و لذا با در
   :كندبه صورت زير بيان مي) 22(بهينگي  ةسيستم، رابط
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maxmin، )23( ةرابطكه در  u,u  به ترتيب مقادير ماكزيمم و
  . دهدنيمم اشباع محرك ربات را نشان مي مي

مقدار مرزي  ةدر نهايت، معادلات بهينگي به صورت يك مسئل
افزار متلب در نرم bvp4cشود كه با استفاده از دستور استخراج مي

  .قابل حل است
در اين مقاله . ة مناسب استديگر، تعيين تابع هزين مهم ةنكت

كه هدف (پذير كردن مصرف انرژي ربات انعطاف منظور كمينه به
 ة، تابع هزين)شودمهمي در كاربردهاي هوا و فضا محسوب مي

هاي گشتاور ورودي ربات و رمصورت مجموع ت سيستم به
   :شودهاي سيستم درنظرگرفته مي سرعت
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Kv ||X|| بردار 8ةنرم مربعي تعميم يافت vX  شامل متغيرهاي

 ماتريس وزنيW. است Kوزني ماتريسنسبت به حالت سرعت 
صورت قطر و به استفضاي حالت  2n21 w...wdiagW  

 استگشتاور ورودي سيستم ماتريس وزني  Rنظرگرفته شده، و در
و برابر با  m1 r...rdiagR  شودلحاظ مي.  

  سازي كنترل مسير  شبيه
در اين بخش، با درنظرگرفتن مقادير پارامترهاي ربات 

_________________________________ 
8. Generalized Squared Norm 

به طراحي مسير و ، )2(پذير تك لينكي مطابق با جدول انعطاف
  . شودحركت ربات پرداخته مي ةكنترل بهين

پذير با يك المان تور انعطافسازي، لينك منيپولادر اين شبيه
يافته برابر با شده و  مختصات تعميم نظر گرفتهدر 431 uuq 
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  . است

همچنين در مفصل ربات از يك موتور جريان مستقيم استفاده 
  :مشخصه زير است همعادل شود كه دارايمي
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s5.1tدر مدت زمان  f  كندحركت مي .  

از مزاياي روش كنترل بهينه آن است كه با تغيير نسبي ضرايب 
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