
 

Received: 2017.11.23, Accepted: 2018.02.28 

Vol.11 / No.1/ 2018 

 

Investigation in to the Effect of Kinematic 
of the Space Craft Attitude Control using 

Feedback Linearization Method 

M. Navabi1* and M. R. Hosseini2 

1,2. Faculty of New Technologies Engineering, Shahid Beheshti University 

Postal Code: 1983969411, Tehran, Iran 

m_navabi@sbu.ac.ir 

Using nonlinear control theories is common for the attitude control 
problem of spacecraft. Feedback linearization theory is a nonlinear control method which 
tries to transform nonlinear dynamics of system into linear. In this control theory, outputs 
choice will have a direct impact on the stability of system. In order to control the 
spacecraft attitude by this method, parameters that describe the spacecraft attitude are 
considered as outputs. The aim of this study is to investigate the effect of using quaternion 
parameters as a conventional representation in the kinematic equations compared with 
modified Rodrigues parameters. According to designed controller and simulation results, 
it is evident that in maneuvers with zero scalar part of quaternion, the controller 
efficiency is reduced due to singularity in the calculations. This is while by using modified 
Rodrigues parameters, singularity does not occur and in this way the controller, in the 
same maneuvers as the previous method, is faster and more efficient with less effort. 
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. تئوري باشديماستفاده از تئورهاي كنترل غيرخطي در مسئله كنترل وضعيت فضاپيما رايج و مرسوم 
ي سيستم رخطيغ يهاكيناميد يسازيخطي است كه سعي در رخطيغپسخورد يك روش كنترل  يسازيخط
كنترل  منظوربهاشت. دپايداري سيستم خواهد  تئوري كنترلي، اثر مستقيمي بر در اين انتخاب خروجي .دارد

رفته خروجي در نظر گ عنوانبه وضعيت سيستم كنندهفيتوصوضعيت فضاپيما در اين روش، پارامترهاي 
 ارامترهايپز طريق . هدف اين پژوهش بررسي تفاوت اثر استفاده از روش مرسوم بيان سينماتيك اشونديم

ج فته و نتاي. با طراحي صورت گرباشديمرودريگز  شدهاصلاحكواترنيون در مقابل استفاده از پارامترهاي 
دن قسمت ه منجر به صفر شكدر مانورهايي  هاونيكواترنكه استفاده از  داين مطلب مشخص ش هايسازهيشب

 سباتتي در محاينگولاري، عدم كارايي قانون كنترلي رابه علت وجود سشوديماسكالر پارامترهاي كواترنيون 
آيد وجود نمي ين مشكل بهرودريگز ا شدهاصلاحاست كه به كمك پارامترهاي  نتيجه خواهد داد. اين در حالي

نشان  متر از خودكي بيشتري را با تلاش وربهرهو كنترلر در مانورهاي تغيير وضعيت يكسان سرعت و 
  .دهديم

  فضاپيما، كنترل وضعيت پسخورد يسازيخطرودريگز،  شدهاصلاح ، پارامترهايهاونيكواترنهاي كليدي: واژه

  12 و اختصارات علائم
 e  محور دوران اويلر

 h  ياهيزاومومنتوم 
 I  ممان اينرسي

 q  پارامترهاي كواترنيون
 T  گشتاور

ࢻ  زاويه دوران اويلر
ࣁ  متغير ديناميك صفر

࣌  پارامترهاي اصلاح شده رودريگز
_________________________________ 

 (نويسنده مخاطب)دانشيار  .1

 دانشجوي كارشناسي ارشد  .2

 ࣒,ࣂ,ࣘ  زواياي اويلر
 ࣓  ياهيزاوسرعت 

 مقدمه 

 بالا همرتب و غيرخطي فوق معادلات وجود با فضاپيما وضعيت كنترل

 ئلجمله مسا از است، در حل بالايي حساسيت و دقت نيازمند كه

 هايچنين روشباشد و هممي حاضر عصر در پيچيده و مهم بسيار
 هاي غيرخطيسيستم حل در بزرگ هايسازيخطي با خطي

 داشت، همراه خواهند به را ناپايداري گاهي و دقت كاهش پيچيده،
 انورم بزرگ در اجراي زواياي با فضاپيما وضعيت كنترل براي كه

از  . در نتيجه استفاده]1[نخواهند بود  مناسب تغيير وضعيت
ضاپيما ترل غيرخطي براي مسئله كنترل وضعيت فهاي كنروش

  متداول و كارآمدتر است.
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سازي پسخورد يك روش طراحي كنترل غيرخطي است  خطي
هاي اخير در زمينه بسياري از تحقيقات مورد استفاده  كه در سال

هاي  ل ديناميكايده اصلي اين روش مبتني بر تبدي. قرارگرفته است
سيستم غيرخطي به خطي با استفاده از پسخورد حالت است، به 

. ]2[هاي كنترل خطي استفاده نمود  شكلي كه بتوان از روش
آميزي در حل مسائل كنترل  تيطور موفق سازي پسخورد به خطي

سازي  عنوان مثال، از طراحي خطي به. عملي به كار گرفته شده است
يا  ]3[قيب مسير حركت يك بازوي رباتيك خروجي براي تع - ورودي

 ]4[ قفل وسايل نقليه نظير اتومبيل حتي بهبود عملكرد ترمزهاي ضد
  .شده است استفاده 

هاي هوافضايي نيز به شكل  اين تئوري كنترلي در پژوهش
موضوع مورد مطالعه در مرجع . گيرد اي مورد استفاده قرار مي گسترده

بوده كه در  3كوپترديد با نام اومني، طراحي يك وسيله پرنده ج]5[
-اين مقاله پس از استخراج معادلات غيرخطي، از روش ورودي

سازي پسخورد، كنترل وضعيت مناسبي براي سيستم  خروجي خطي
شده،  توجه در اين پژوهش انجام نكته قابل. ايجاد شده است

  .ها براي توصيف وضعيت سيستم است كارگيري كواترنيون به
كنترل وضعيت فضاپيما به  مسئلهخاص در مورد به طور 

هايي صورت گرفته  كمك اين تئوري كنترل غيرخطي نيز پژوهش
از جمله . پردازيم ها مي است كه در اين قسمت به بيان آن

ساز  هاي انجام شده در مورد استفاده از تئوري خطي پژوهش
ه اشار ]6[توان به مرجع  پسخورد براي كنترل وضعيت فضاپيما مي

كنترل وضعيت فضاپيماي صلب بدون  مسئلهدر اين مقاله . نمود
درنظرگرفتن عملگرها مورد مطالعه قرارگرفته و براي به دست 
آوردن معادلات سينماتيك از پارامترهاي كواترنيون استفاده شده 

قابل توجه است كه در مقاله ياد شده به بررسي پايداري . است
 .صفر پرداخته نشده است ديناميك دروني و تحليل ديناميك

ساز پسخورد و اثبات  با كنترل خطي PDطراحي يك كنترلر 
انجام  ]7[مند فضاپيماها در مرجع  پايداري آن براي پرواز آرايش

نظم  هاي بي خروجي حركت- سازي ورودي به كمك خطي. شده
وضعيت براي يك ماهواره صلب مغناطيسي در مدار دايروي 

به  ]9[مرجع . ]8[انجام رسيده است  نزديك خط استواي زمين به
سازي پسخورد براي يك مدل غيرخطي فضاپيما با  خطي مسئله

  .شش درجه آزادي و چهار ورودي كنترلي پرداخته است
ايجاد پايداري و يا اجراي مانور تغيير وضعيت به كمك اين 
تئوري كنترلي در حضور عملگرها از جمله موضوعات مورد مطالعه 

از فشار تابش خورشيدي  ]10[عنوان مثال در مرجع  به. ديگر است
براي كنترل زاويه سمت ماهواره بهره برده سازي پسخورد  و خطي

_________________________________ 
3. Omnicopter  

استفاده از يك چرخ مومنتوم براي يك توان  مي. شده است
و يا به كارگيري جت گاز براي كنترل  ]11[فضاپيماي صلب 

در نظر گرفتن هايي ديگري از موارد  را به عنوان مثال ]12[ماهواره 
ديناميك يك عملگر خاص در طراحي ورودي كنترلي به كمك 

  .سازي پسخورد نام بردروش خطي
هاي  چنين با تركيب اين تئوري كنترلي در كنار ساير روش هم

توان به  از جمله مي. توان اهداف خاصي را ارضا نمود كنترلي مي
فضاپيماها، از  مند اشاره نمود كه در آن براي پرواز آرايش ]13[مرجع 

بين كه اشباع عملگرها  تركيب اين روش كنترلي با يك كنترل پيش
در  ]14[نيز در آن لحاظ شده، استفاده شده است و يا مرجع 

مانورهاي زاويه بزرگ فضاپيماي منعطف براي ايجاد مقاومت در 
هاي موجود، اين روش  برابر گشتاورهاي خارجي و عدم قطعيت

  .ل تطبيقي تركيب نموده استكنترلي را با يك كنتر
ساز پسخورد با تئوري  مقايسه روش خطي ]15[در مرجع 

كنترلي مورد استفاده در طراحي اين كنترل غيرخطي انجام شده 
العملي در  است كه بر اساس آن رفتار بهينه عملگرهاي چرخ عكس

يك چيدمان هرمي، از نظر تلاش كنترلي، توان مصرفي و اولراينت 
وري خطي مورد استفاده، در مانور مشابه به اثبات رسيده در مقابل تئ

وري بيشتري  دهد اين روش كنترلي بهره چنين نشان مي هم. است
بيان سينماتيك . در مقايسه با كنترلر خطي در نظر گرفته شده دارد

هاست كه در آن به ايجاد  در پژوهش ذكر شده بر اساس كواترنيون
داري ديناميك دروني اين روش در محاسبات و پاي 4سينگولاريتي

  .كنترلي نيز پرداخته شده است
در حوزه تحقيقات هوافضايي، توجه به مسئله كنترل وضعيت 

العملي  فضاپيما به خصوص در حضور عملگر دقيق چرخ عكس
هاي گوناگون به همراه  كننده طراحي كنترل. اي دارد اهميت ويژه

گر از قبيل سه محوره هاي مرسوم اين عمل بندي بررسي انواع پيكره
متعامد، هرمي و چهاروجهي و يا مطالعه و مقايسه توان ورودي 
موتور و از دست رفتن يك عملگر در زمان اجراي مانور، موضوعاتي 

استفاده از بيان . ]16[اند  است كه تاكنون مورد مطالعه قرار گرفته
 سينماتيك برحسب پارامترهاي كواترنيون در كنترل وضعيت ماهواره

به دليل وجود سينگولاريتي در بيان انتقال . بسيار متداول است
وضعيت برحسب زواياي اويلر، از پارامترهاي كواترنيون استفاده 

  .شود ها ديده نمي كنند كه چنين مشكلي در آن مي
كننده به كمك  ها در طراحي كنترل ترين قسمت يكي از مهم

سيستم مورد  سازي پسخورد تعيين توابع خروجي براي روش خطي
در مسئله كنترل وضعيت فضاپيما، اين پارامترهاي . مطالعه است

عنوان خروجي در نظر گرفته  كننده وضعيت هستند كه بايد به توصيف

_________________________________ 
4. Singularity 
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هاي ديگري نيز براي بيان سينماتيك وجود دارد كه  روش. شوند
 5ها استفاده از پارامترهاي اصلاح شده رودريگز ترين آن يكي از مهم

با اشاره به اين مطلب كه  ]18[نويسنده در مرجع . ]17[باشد  مي
عملكرد پارامترهاي اصلاح شده رودريگز بسيار نزديك به عملكرد 
پارامترهاي كواترنيون خواهد بود، براي استخراج معادلات در كنترل 
وضعيت فضاپيما، پارامترهاي اصلاح شده رودريگز را مدنظر قرار 

جاي  ح شده رودريگز از سه متغير بهدر پارامترهاي اصلا. داده است
  .شود چهار متغير كواترنيون براي توصيف وضعيت استفاده مي

- سازي ورودي عملكرد روش خطي ]2[مطابق با مرجع 
در . خروجي از تعيين توابع خروجي سيستم بسيار تأثيرپذير است

تعريف  مسئلهكنترل وضعيت، توابع خروجي از سينماتيك  مسئله
هاي ارائه شده در زمينه كنترل  مقالات و پژوهشدر . شوند مي

سازي پسخورد، معمولاً تنها از يك  وضعيت به كمك تئوري خطي
بيان سينماتيك كه عموماً پارامترهاي كواترنيون است، استفاده 

هاي پيشين در اين است  وجه تمايز مقاله حاضر با پژوهش. شود مي
سينماتيك با روش  كه در اين مقاله تلاش شده است تا اثر بيان

مرسوم پارامترهاي كواترنيون در فرآيند طراحي مورد بررسي قرار 
هاي ناشي از اين  گيرد و هم چنين براي جلوگيري از محدوديت

روش، يك طراحي مبتني بر پارامترهاي اصلاح شده رودريگزر نيز 
ارائه شود كه بررسي عملكرد و كارايي اين دو روش و مقايسه 

ها،  اينت و ميزان گشتاور كنترلي محاسبه شده براي آنمعيارهاي اولر
  .تا كنون مورد بررسي قرار نگرفته است

براي اين منظور ابتدا معادلات ديناميك وضعيت يك فضاپيما 
العملي با چيدمان سه  با در نظر گرفتن حضور عملگر چرخ عكس

محوره متعامد بيان گرديده و سپس به استخراج معادلات سينماتيك 
ها و پارامترهاي اصلاح شده رودريگز پرداخته  حسب كواترنيون بر

سازي پسخورد  كننده خطي در ادامه نيز طراحي كنترل. شده است
آمده انجام شده كه اثر انتخاب هركدام از  دست براي معادلات به

. هاي متفاوت سينماتيكي مورد ارزيابي قرار گرفته استترمينولوژي
افزار متلب،  سازي كامپيوتري به كمك نرم در نهايت با اجراي شبيه

صورت   هاي كنترلي طراحي شده به نتايج حاصل از عملكرد ورودي
  .نمودار و جدول ارائه گرديده است

 رياضي سازي مدل

در اين بخش معادلات ديناميك و سينماتيك وضعيت فضاپيما بيان 
چنين معادلات سينماتيك، برحسب پارامترهاي  هم. شود مي

صورت مجزا  شده رودريگز به يون و پارامترهاي اصلاحكواترن
  .آمده است دست به

_________________________________ 
5. Modified Rodrigues Parameters  

  معادلات ديناميك
معادلات بنيادين حاكم بر وضعيت ماهواره، معادلات اويلر است 

كند كه مجموع گشتاورهاي  معادله ممان اويلر بيان مي. ]19[
اي  خارجي اعمال شده به يك جسم، با آهنگ تغييرات مومنتوم زاويه

براي بيان ) 1(جسم برابر است كه اين معادله به فرم رابطه آن 
شود  ديناميك حركت دوراني يك فضاپيماي صلب نشان داده مي

بردار مومنتوم  hمبين بردار گشتاور خارجي،  ܶدر اين رابطه. ]20[
ماتريس ممان اينرسي ܫمشتق زماني آن،  ℎሶاي فضاپيما و  زاويه

߱و = [߱௫ ߱௬ ߱௭]் اي بدني فضاپيما  بردار سرعت زاويه
  .باشند مي

)1(∑ ܶ = ℎሶ + ߱ × ℎ = ܫ ሶ߱ + ߱ ×  ߱ܫ

العملي  در اين پژوهش فرض شده است كه عملگر چرخ عكس
تنها عملگر مورد استفاده در فضاپيما باشد و گشتاور كنترلي لازم 

. شود براي اجراي مانور تغيير وضعيت توسط اين عملگر ايجاد مي
آيد كه  العملي از وسايل تبادل مومنتوم به حساب مي چرخ عكس

ها مشخص است، اين وسايل توانايي تبادل  طور كه از نام آن همان
در رابطه  ℎدر نتيجه بردار . باشند مومنتوم با بدنه فضاپيما را دارا مي

العملي و مومنتوم  اي عملگر چرخ عكس با مجموع مومنتوم زاويه )1(
  . ]20[دنه فضاپيما برابر است اي ب زاويه

)2(ℎ = ℎ௕ + ℎ௪ 

اي بدني فضاپيما به  بردار مومنتوم زاويه )2(كه در رابطه 
ℎ௕صورت  = [ℎ௫ ℎ௬ ℎ௭]் اي عملگر  و بردار مومنتوم زاويه

هاي  چرخ. شوند نمايش داده مي) 3(و به صورت معادله  ℎ௪با 
هاي گوناگون براي اجراي كنترل  وان با چيدمانت العملي را مي عكس

هندسه چيدمان مورد استفاده، خود . وضعيت در فضاپيماها به كار برد
 .]16[دهد  نشان مي  ܮبا ماتريس توزيع) 3(را در رابطه 

)3(ℎ௪ =  ௪߱௪ܫܮ

௪ܫبالا  ةدر رابط = ,௪ଵܫ)݃ܽ݅݀ ,௪ଶܫ … , قطري  ماتريس (௪௡ܫ
௪߱العملي و  هاي عكس اينرسي چرخ = [߱௪ଵ߱௪ଶ … ߱௪௡]் 
چنين  هم. دهد العملي را نشان مي هاي عكس اي چرخ سرعت زاويه تعداد  nالعملي است و  هاي عكس ماتريس توزيع چرخ ଷ×௡[ܮ]

  .كند عملگرهاي مورد استفاده را بيان مي
راي استخراج معادلات ديناميك چيدمان فرضي مورد استفاده ب

در . در اين مقاله، چيدمان سه محوره متعامد در نظر گرفته شده است
روي هر محور اصلي دستگاه بدني، تنها يك عملگر اين چيدمان 

݊يعني در روابط قبل . وجود دارد = است و ماتريس توزيع در  3
  .]16[شود  بيان مي )4(اين حالت با رابطه 

ଷ×ଷܮ)4( = ൥1 0 00 1 00 0 1൩ 
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كنند،  العملي بر اساس انتقال مومنتوم كار مي هاي عكس چرخ
العملي برابر و در خلاف  و فضاپيما در مقابل اين انتقال از خود عكس

اي كل  جهت نشان خواهد داد تا در شرايط آرماني، مومنتوم زاويه
اي توليد  بنابراين نرخ مومنتوم زاويه. سيستم را برابر صفر حفظ نمايد

شده توسط اين عملگر با علامت مخالف به بدنه فضاپيما منتقل 
توان رابطه بردار گشتاور توليد شده  در نتيجيه مي. ]16[شود  مي

஼ܶهاي  توسط عملگر را با مؤلفه = [ ௖ܶ௫ ௖ܶ௬ ௖ܶ௭]୘  به ،
  .در نظر گرفت) 5(صورت رابطه 

)5(ℎሶ ௪ = − ௖ܶ 

 )1(توان معادله  با توجه به مطالب بيان شده تا اين قسمت مي
  .]16[را به صورت زير بازنويسي نمود 

)6(ሶ߱ = ߱−]ଵିܫ × ߱ܫ) + ℎ௪) + ௖ܶ]  

 معادلات سينماتيك

كند  سينماتيك، حركت جسم را با توجه به سرعت آن جسم بيان مي
تغيير . ني استكه در اين پژوهش فضاپيما تنها داراي حركت دورا

عنوان دوران يك جسم  تواند به اي يك فضاپيما، مي وضعيت زاويه
صلب در يك دستگاه مختصات مشخص و به كمك زواياي اويلر 

اي متوالي  هاي زاويه دوران زاويه اويلر به عنوان دوران. بيان شود
كه  ازآنجا. ]20[شود  حول سه محور متعامد دستگاه بدني تعريف مي

وضعيت در قالب زواياي اويلر و در واقع بيان انتقال بر هاي  دوران
شود و امكان به وجود آمدن  حسب اين زوايا، شامل توابع مثلثاتي مي

هاي معادل، ولي  توان انتقال ها وجود دارد، مي سينگولاريتي در آن
شده رودريگز  ها و پارامترهاي اصلاح تري را برحسب كواترنيون ساده

  .به دست آورد
هاي متوالي حول سه بردار  تقال وضعيت در فضا با دورانهر ان

توان با يك دوران حول بردار  متعامد يك سيستم مختصات را مي
݁اگر . ]10[ويژه با مقدار ويژه واحد به دست آورد  = [݁ଵ ݁ଶ݁ଷ]் 

توان عناصر  تعريف شود، مي ߙبه عنوان بردار ويژه و زاويه دوران با 
ها يا پارامترهاي متقارن اويلر را به صورت معادلات زير  نكواترنيو

  .]20 [تعريف نمود

)7(
ଵݍ = ݁ଵsin ଶݍ(2/ߙ) = ݁ଶsin ଷݍ (2/ߙ) = ݁ଷsin ସݍ (2/ߙ) = ݏ݋ܿ (2/ߙ)
پارامترهاي كواترنيون شامل يك قسمت اسكالر و يك قسمت 

  .شوند برداري مي
ݍ)8( = ଵ݅ݍ + ଶ݆ݍ + ଷ݇ݍ +  ସݍ

طور كه بيان شد، بيان انتقال برحسب زواياي اويلر باعث  همان
شود تا ماتريس كسينوس هادي انتقال برحسب توابع مثلثاتي  مي

بر است و هم احتمال وجود سينگولاريتي  باشد، كه هم حل آن زمان
تري را  توان انتقال معادل ساده ها مي به كمك كواترنيون. وجود دارد
به همين دليل، روش ارائه معادلات بر اساس . بيان نمود
طور گسترده در كنترل وضعيت فضاپيماها به كار  ها، به كواترنيون

ܳبه صورت ܳبا تعريف بردار . ]20[ رود مي = ، ்[ସݍଷݍଶݍଵݍ]
صورت تابعي از سرعت  تواند، به ها مي رابطه مشتق زماني كواترنيون

  .]5[بيان شود ) 9(اي بدني، مانند معادله  اويهز

)9(൦ݍሶଵݍሶଶݍሶଷݍሶସ൪ = ଵଶ ൦ 0−߱௭߱௬−߱௫
߱௭0−߱௫−߱௬

−߱௬߱௫0−߱௭
߱௫߱௬߱௭0 ൪ ቎ݍଵݍଶݍଷݍସ቏ = ଵଶ Ωܳ 

اي  توان يك نمايش سه مؤلفه از پارامترهاي كواترنيون مي
شده رودريگز معروف هستند  ارائه داد كه به پارامترهاي اصلاح

ها و زواياي اويلر در بيان معادلات  استفاده از كواترنيون. ]22،21[
شده رودريگز  تر از پارامترهاي اصلاح سينماتيك، بسيار متداول

از جمله دلايل تمايل براي استفاده از پارامترهاي . تاس
جاي پارامترهاي رودريگز، اين است كه در  شده رودريگز به اصلاح

افتند  درجه اتفاق مي 360ها در زواياي  اين روش سينگولاريتي
درجه  180تر از زماني است كه اين اتفاق در  كه بسيار كاربردي

سه مؤلفه در اين روش و استفاده از تنها . ]18[دهد  رخ مي
عملكرد بسيار نزديك آن به پارامترهاي كواترنيون مزيت ديگري 

معادله . كند مي است كه محققان را براي استفاده از آن ترغيب
شده رودريگز برحسب پارامترهاي  زير نمايش سه مؤلفه اصلاح

  .]23[باشد  كواترنيون مي
௜ߪ)10( = ௤೔ଵା௤ర , ݅ = 1,2,3 

توان معادله ديفرانسيل  بر اساس معادلات ذكرشده، مي
سينماتيك وضعيت فضاپيما را برحسب پارامترهاي رودريگز به 

  .]24[بيان نمود ) 11(صورت معادله 
  

ሶ  ߪ)11( =  ߱(ߪ)ܩ

ߪدر رابطه بالا،  = شده  بردار پارامترهاي اصلاح ்[ଷߪଶߪଵߪ]
) 12(صورت معادله  ، بهߪهاي  سب مؤلفهبرح Gرودريگز و ماتريس 

  .]24[باشد  مي
  

(ߪ)ܩ)12( = ଵଶ (ଵିఙ೅ఙଶ ଷ×ଷܫ + (ߪ)ܵ +  (்ߪߪ

  :]24[برابر است با (ߪ)ܵكه

(ߪ)ܵ)13( = ൥ 0 ଷߪ− ଷߪଶߪ 0 ଶߪ−ଵߪ− ଵߪ 0 ൩ 

صورت  را به) 11(توان معادله  مي) 13(و ) 12(با توجه به معادلات 
  .زير بازنويسي كرد
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)14( 

ሶଵߪ = ଵଶ ((ଵି൫ఙభమାఙమమାఙయమ൯ଶ + ଷߪ−)+            ଵଶ)߱௫ߪ + ଶ)߱௬ߪଵߪ + ଶߪ) + ሶଶߪ  (ଷ)߱௭ߪଵߪ = ଵଶ ଷߪ)) + +            ଶ)߱௫ߪଵߪ ቀଵି൫ఙభమାఙమమାఙయమ൯ଶ + ଶଶቁߪ ߱௬            +(−ߪଵ + ሶଷߪ  (ଷ)߱௭ߪଶߪ = ଵଶ ଶߪ−)) + ଵ)߱௫ߪଷߪ + ଵߪ) + ଷ)߱௬  +(ଵି൫ఙభమାఙమమାఙయమ൯ଶߪଶߪ +   (ଷଶ)߱௭ߪ

  ساز پسخورد يرخطي خطيتئوري كنترل غ

هاي مرسوم در كنترل  سازي پسخورد يكي از تئوري روش خطي
هاي سيستم  ايده اصلي اين روش، تبديل ديناميك. غيرخطي است

باشد و اين كار به  به خطي مي) به طور كلي يا جزئي(غيرخطي 
هاي كنترل خطي در  توان از روش گيرد كه مي اي صورت مي گونه

در استفاده از اين روش دو . ]2[لي استفاده نمود طراحي ورودي كنتر
حالت است، و  -سازي ورودي مورد اول، خطي. كار كلي وجود دارد راه

) حالت -خروجي(خروجي كه با نام  -سازي ورودي مورد دوم خطي
خروجي با - سازي ورودي تفاوت اصلي خطي. شود شناخته مينيز 

نون كنترلي بايد در اين است كه در مورد اول قا حالت - ورودي
 .بتواند يك خروجي مشخص را رديابي نمايد

خروجي، يافتن  - سازي پسخورد ورودي هدف اصلي در خطي
يك ورودي كنترلي براي سيستم غيرخطي است، كه با اعمال اين 

گيرد و درنهايت خروجي  ها صورت مي اثر كردن غيرخطي ورودي، بي
عادلات غيرخطي سيستم در ابتدا م. آيد به دست مي فرماني مورد نظر

 6كه در شكل خطي در كنترل يا آفين) 15(بايد به صورت معادلات 
هاي  ميدان gو fهستند نمايش داده شوند كه در اين معادلات 

صورت توابعي از  نيز به ها چنين خروجي هم. برداري هموار هستند
  .]2[شوند تعريف مي )16(متغيرهاي سيستم و با معادلات 

ሶݔ )15( = (ݔ)݂ +  ݑ(ݔ)݃

ݕ )16( = ℎ(ݔ) 

 mهاي سيستم  و تعداد ورودي nاگر تعداد متغيرهاي حالت 
݊بردار  xچندخروجي قبل،  ـباشد، براي سيستم چندورودي × 1 

݉بردار  uمتغيرهاي حالت،  × هاي  هاي كنترلي با مؤلفه ورودي 1 ݉بردار  ௜ ،yݑ × نيز  ݃و ௜ݕ هاي هاي سيستم با مؤلفه خروجي 1
݊ يك ماتريس  ×  hآن و توابع  ௜݃هاي  است كه ستون݉

  .]2[هاي برداري هموار هستند   ميدان
و ) 15(مشكل مشخص در سيستم توصيف شده با معادلات  

و  xاز طريق متغيرهاي حالت  yارتباط غيرمستقيم خروجي ) 16(
_________________________________ 

6.  Affine 

توان با  روشي كه مي. است uمعادلات حالت غيرخطي با ورودي 
ستفاده از آن، يك رابطه ساده و مستقيم ميان ورودي و خروجي ا

قدر مشتق بگيريم  هاي خروجي آن ايجاد كرد، اين است كه از مؤلفه
  . ]2[تا ورودي ظاهر شود 

و  y چنانچه براي ايجاد يك رابطه صريح بين خروجي
بار مشتق گرفته  r لازم باشد از خروجي يك سيستم u ورودي

. است rمرتبه نسبي داراي كه سيستم شود  شود، گفته مي
هاي خروجي تا زماني كه يك مؤلفه  بنابراين هركدام از مؤلفه

ورودي كنترلي در معادلات ظاهر شود، بايد به تعداد كافي 
  . پذير باشند مشتق

رو هستيم با به كار  ها و توابع برداري روبه از آنجاكه با ميدان
ه به جبر لي در ادامه بيان كه تعاريف آن با توج 7بردن مشتقات لي

تواند سيستم  خروجي، مي  - ساز پسخورد ورودي شود، روش خطي مي
توان يك  سپس مي. غيرخطي را به يك سيستم خطي تبديل كند

  . قانون كنترل خطي را براي سيستم خطي شده به كاربرد
طور كه قبلا نيز بيان شد با مشق گيري متوالي از  همان

 uتا ظاهر شدن ) 15(ده با معادله خروجي سيستم توصيف ش
توان يك رابطه مستقيم بين خروجي و  كنترلي براي اولين بار، مي

ترين عدد  به عنوان كوچك riبا در نظر گرفتن . ورودي ايجاد كرد
توان  ظاهر شود، مي ௜(௥೔)ݕها در  صحيح كه حداقل يكي از ورودي

  .را به دست آورد) 17(رابطه 
௜(௥೔)ݕ)17( = (ݔ)௙௥೔ℎ௜ܮ + ∑ ௝௠௝ୀଵݑ௙௥೔ିଵℎ௜ܮ௚௝ܮ  

تواند به رابطه  مي ௜ݕهاي  تكرار فرآيند قبل براي هر كدام از خروجي
  .زير منجر شود

)18(቎ ௠(௥೘)቏ݕ⋮ଵ(௥భ)ݕ = (ݔ)ܦ +  ݑ(ݔ)ܧ

  :]2[شوند صورت زير حساب مي به(ݔ)ܧ و  (ݔ)ܦكه 

(ݔ)ܦ)19( = ቎  ቏(ݔ)௙௥೘ℎ௠ܮ⋮(ݔ)௙௥భℎଵܮ

)20(
(ݔ)ܧ =቎ (ݔ)௙௥భିଵℎଵܮ௚ଵܮ ⋯ ⋮(ݔ)௙௥భିଵℎଵܮ௚௠ܮ ⋱ (ݔ)௙௥೘ିଵℎ௠ܮ௚ଵܮ⋮ ⋯  ቏(ݔ)௙௥೘ିଵℎ௠ܮ௚௠ܮ

  .كاربرده شده داراي تعاريف زير هستند مشتقات لي به
(ݔ)௙ℎ௜ܮ)21( = ∑ డ௛೔డ௫೔଻௝ୀଵ  ,(ݔ)݂
)22(

(ݔ)௙௥೔ℎ௜ܮ = ௙ܮ ቀܮ௙௥೔ିଵℎ௜(ݔ)ቁ = ∑ డ௅೑ೝ೔షభ௛೔డ௫೔଻௝ୀଵ  (ݔ)݂

_________________________________ 
7  .  Lie 
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  و

(ݔ)௙௥೔ିଵℎ௜ܮ௚௜ܮ)23( = ∑ డ௅೑ೝ೔షభ௛೔డ௫೔଻௝ୀଵ ௜݃(ݔ) ݅ = 1, … , ݉
پذير است كه، اگر  سازي پسخورد تنها در صورتي امكان خطي

غيرسينگولار باشد، بدين معني كه  (ݔ)ܧو تنها اگر ماتريس  ൯(ݔ)ܧ൫ݐ݁݀ ≠ در ) 24( كنترلي اصليفرض كنيد ورودي . باشد 0
  :نظر گرفته شود

ݑ)24( = ௜ݒ)(ݔ)ଵିܧ −  ((ݔ)ܦ

. يك ورودي جديد است كه بايد تعيين شود viكه در رابطه قبل 
 mشود كه  منجر مي) 18(به معادله ) 24(اعمال ورودي كنترلي 

  .ساده خطي زير ايجاد شودمعادله به شكل 
௜(௥೔)ݕ)25( =  ௜ݒ

گذارد، معادله ورودي  اثر مي yiتنها بر خروجي  viچون ورودي 
. ]2[شود  ناميده مي 8يك قانون كنترل مجزاكننده) 24(كنترلي اصلي 

نيز به دليل امكان تعيين ورودي   (ݔ)ܧعلت شرط غيرسينگولار بودن 
است كه در آن بايد بتوان رابطه را ) 18(به كمك رابطه  uكنترلي اصلي 

با توجه به . به دست آيد) 24(بازنويسي نمود تا رابطه  uبر حسب 
، عبارت ي سيستمها هاي نسبي مرتبط با هر كدام از خروجي مرتبه

ݎاسكالر  = ଵݎ + ⋯ +   .]2[شود  مرتبه نسبي كلي ناميده مي ௠ݎ
توان با استفاده از  را مي) 15(سيستم غيرخطي  ,௜ݕ ሶ௜ݕ , … , هاي جديد حالت به  عنوان قسمتي از مؤلفهبه  ௜(௥೔ିଵ)ݕ

استفاده از معادله . ]2[شود تبديل كرد  شكلي كه فرم نرمال ناميده مي
شود تا سيستم  موجب مي) 25(و توجه به رابطه ) 24(ورودي كنترلي 

خروجي  -  به يك سيستم در مختصات مناسب كه در حالت ورودي) 15(
با تعريف . تبديل شودپذير نيز هست،  خطي شده است و كنترل

ߦ صورت مختصات تغيير يافته به = Φ(ݔ)شود كه ، تعريف مي:  

௜ߦ)26( = ଵ௜ߦ] ଶ௜ߦ ⋯ ௥௜ߦ ]்= ௜ݕൣ ሶ௜ݕ ⋯ ௜(௥೔ିଵ)൧்ݕ
 

  .گرددارائه مي) 27(صورت روابط  در مختصات جديد، سيستم به

ሶߦ)27( = ߦܣ + ݕݒܤ =  ߦܥ
اكنون . بردار متغيرهاي حالت جديد است كه در معادلات بالا، 

توان  ، به كمك قوانين كنترل خطي، مي)27(براي سيستم خطي 
  . در نظر گرفت ݒيك بردار ورودي كنترلي

   طراحي كنترلر مبتني بر پارامترهاي كواترنيون
ها دستگاه معادلات  ترنوينبراي طراحي ورودي كنترلي مبتني بر كوا

شود كه بر اساس آن بردار متغيرهاي  در نظر گرفته مي) 9(و ) 6(
_________________________________ 

8. Decoupling Control Law 

ݔصورت حالت به = هاي  ، بردار وروديସ߱௫߱௬߱௭൧்ݍଷݍଶݍଵݍൣ
ݑكنترلي سيستم با  = ൣ ௖ܶ௫ ௖ܶ௬ ௖ܶ௭൧୘  و بردار توابع خروجي

ݕسيستم با = [ℎଵ(ݔ)ℎଶ(ݔ)ℎଷ(ݔ)]୘ = تعريف  ୘[ଷݍଶݍଵݍ]
ترين خواص پارامترهاي  ترين و اصلي ازآنجاكه يكي از مهم. شوند مي

ଵଶݍرابطه  كواترنيون + ଶଶݍ + ଷଶݍ + ସଶݍ = توان  باشد، پس مي مي 1
به عنوان  را مستقيماً از همين رابطه محاسبه و از آن ସݍمتغير حالت

با توجه به موارد ذكر . نظر كرد  يك متغير خروجي مستقل صرف
توان دستگاه معادلات سيستم غيرخطي را در اين حالت به  شده مي

 (ݔ)݂هاي  بيان نمود كه در آن ماتريس) 16(و ) 15(صورت روابط 
  .به صورت زير محاسبه مي شوند (ݔ)݃و 

(ݔ)݂)28( = ቈ ଵଶ Ωܳିܫଵ[−߱ × ߱ܫ) + ℎ௪)]቉ 

(ݔ)݃)29( = [ ଵ݃(ݔ) ݃ଶ(ݔ) ݃ଷ(ݔ)] = ൤0ସ×ଷିܫଵ ൨ 

خروجي بيان ـدر قسمت قبل براي روش خطي سازي ورودي
شد كه به منظور ايجار يك رابطه ميان ورودي و خروجي، از توابع 

 اما اين امكان وجود. گيريم خروجي تا ظاهر شدن ورودي مشتق مي
ـدارد كه يك قسمت از ديناميك سيستم در خطي سازي ورودي
 9خروجي مشاهده ناپذير شده باشد كه به آن ديناميك دروني

تعيين توابع خروجي از متغيرهاي در اين تئوري كنترلي . ]2[گويند  مي
حالت سيستم، داراي اثر مستقيمي بر ايجاد ديناميك دروني و پايداري 

,(ݔ)ℎଵ ري متوالي ازگي با مشتق. باشد آن مي ℎଶ(ݔ), ℎଷ(ݔ)  تا
شود كه هر  ظاهر شدن ورودي كنترلي براي اولين بار، مشخص مي

  .گيري دارد خروجي نياز به دو مرتبه مشتق
بردار مرتبه نسبي سيستم غيرخطي با توجه به بردار متغير 

்[ଷݎଶݎଵݎ]حالت در نظر گرفته شده، برابر است با  = ، و ்[2 2 2]
خواهد  6هاي نسبي و مساوي  مرتبه نسبي كل برابر مجموع مرتبه

باشد و  مي 7اين در حالي است سيستم اصلي داراي مرتبه . بود
تفاوت مرتبه نسبي كل با ابعاد سيستم اصلي،  ]25[چنين طبق  هم

به معني وجود ديناميك دروني است، كه بايد به كمك مفهوم 
معني اين اختلاف اين است . د بررسي قرارگيردديناميك صفر مور

  .شود كننده ديده نمي كه قسمتي از ديناميك سيستم در كنترل
با توجه به بردار متغيرهاي حالت و بردار توابع خروجي ذكر 

  :عبارت است از (ݔ)ܦ، مقدار ماتريس)19(شده و توجه به معادله 

)30( 

(ݔ)ܦ = (ݔ)௙ଶℎܮ = డడ௫ ൛ܮ௙ଵℎ(ݔ)ൟ݂(ݔ) =
12 ቎0 ݖ߱ ݕ߱− ݔ߱ 4ݍ 3ݍ− ݖ߱−2ݍ 0 ݔ߱ ݕ߱ 3ݍ 4ݍ ݕ1߱ݍ− ݔ߱− 0 ݖ߱ 2ݍ− 1ݍ 4቏ݍ  (ݔ)݂

_________________________________ 
9. Internal Dynamic 
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  .شود محاسبه مي) 20(نيز از رابطه  (ݔ)ܧچنين ماتريس  هم

(ݔ)ܧ)31( = ଵଶ ێێۏ
ۍێ ௤రூೣೣ ି௤యூ೤೤ ௤రூ೥೥௤యூೣೣ ௤రூ೤೤ ି௤భூ೥೥ି௤మூೣೣ ௤భூ೤೤ ௤రூ೥೥ۑۑے

ېۑ
 

  و

)32(det൫(ݔ)ܧ൯ = ௤ర൫௤భమା௤మమା௤యమା௤రమ൯଼ூೣೣூ೤೤ூ೥೥ = ௤ర଼ூೣೣூ೤೤ூ೥೥ 

ݍكه  زماني ≠ غيرسينگولار است و  (ݔ)ܧباشد، ماتريس  0
خروجي براي سيستم غيرخطي قابل حل  ـ سازي وروديمسئله خطي

وجي متغيرهاي براي هر سه تابع خر) 26(با توجه به معادله . است
  .شوند نشان داده مي) 33(حالت جديد به شكل 

)33(
ଵߦ = ℎଵ(ݔ) = ସߦଵݍ = (ݔ)௙ℎଵܮ = ଶߦሶଵݍ = ℎଶ(ݔ) = ହߦଶݍ = (ݔ)௙ℎଶܮ = ଷߦ ሶଶݍ = ℎଷ(ݔ) = ଺ߦଷݍ = (ݔ)௙ℎଷܮ =  ሶଷݍ

، در اين )27(ضرايب وزني در رابطه  هاي ثابت پس مقادير ماتريس
  :حالت برابر خواهد بود با

)34(
ܣ = ൤0ଷ×ଷ0ଷ×ଷ ܤ ଷ×ଷ0ଷ×ଷ൨ܫ = ൤0ଷ×ଷܫଷ×ଷ ൨ ܥ = ଷ×ଷܫ] 0ଷ×ଷ]

براي اين سيستم خطي، ورودي كنترلي خطاي وضعيت زير را 
هاي ضرايب ثابت و  يسماتر ଶܭو  ଵܭگيريم كه در آن  در نظر مي

اشاره به مؤلفه كواترنيون مورد نظر يا مطلوب  ௜ௗݍمثبت هستند و 
اين . كننده رسيدن به آن خواهد بود دارد، كه هدف اين كنترل

كننده ورودي كنترلي اصلي سيستم  ورودي كنترلي خطي، تكميل
 براي تعيين ماتريس ضرايب. خواهد بود

1K 2 وK  از تئوري كنترل
  .كننده مربعي خطي استفاده شده است بهينه و روش تنظيم

௜ݒ)35( = ௜ݍଵ൫ܭ− − ௜ௗ൯ݍ −  ሶ௜ݍଶܭ
  ديناميك صفر

شوند  هاي دروني سيستم تعريف مي هاي صفر، ديناميك ديناميك
رودي آن صفر نگه داشته كه خروجي سيستم به وسيله و هنگامي

طور كه بيان شد، اختلاف مرتبه سيستم اصلي كه  همان. ]2[شود  مي
در زمان بيان سينماتيك برحسب (داراي هفت متغير حالت بوده 

هاي نسبي  ، با مرتبه نسبي كل، كه برابر مجموع مرتبه)ها كواترنيون
باشد كه اشاره به وجود يك ديناميك دروني  است، برابر يك مي

متصل و مرتبط  yبه خروجي  ସݍبايد توجه كرد كه متغير حالت . دارد
را از خروجي  ସݍساز پسخورد، ديگر كنترل خطي عبارت به. نيست

 . غيرقابل مشاهده كرده است

اين همان . كندبه خوبي رفتار مي ସݍبايد مطمئن شد كه متغير 
براي طراحي قانون  شده است كه بايد رفتار آن ديناميك دروني مطرح

پايداري اين ديناميك دروني با به كار . كنترل مورد بررسي قرار گيرد
. گيرد صورت زير، موردبررسي قرار مي بردن مفهوم ديناميك صفر به

شود،  عنوان متغير ديناميك صفر در نظر گرفته مي به ߟبراي اين منظور 
  :]5[كه بايد دو نيازمندي مهم را ارضا نمايد 

1 (డఎడ௫ (ݔ)݃ =   .]5[مستقل خطي باشد  ߟ∇يا به عبارتي گراديان  0
ݖتبديل ) 2 = (ݔ)ܶ = ;ߟ]   .باشد 10يك نگاشت هموارريختي [ߦ 

باشد، پس متغير  ديناميك دروني مي ସݍبا توجه به اينكه 
ߟصورت ديناميك صفر به =   .شود انتخاب مي ସݍ

اولين نيازمندي موردنظر ) 36(پس درنتيجه مطابق با رابطه 
ݖمنظور اطمينان از اينكه  به. شود ارضا مي = (ݔ)ܶ = ;ߟ] يك  [ߦ 

پذيري  ايجاد و معكوس ݖهموارريختي است، بايد ماتريس ژاكوبين 
ك به كم ݖبراي اين منظور دترمينان ژاكوبين . ]2[آن بررسي شود 

  .گرددتعيين مي) 39(و ) 38(، )37(روابط 

(ݖ)ܬ)37( = డ௭డ௫ = ێێێۏ
቎0ۍ 0 0 11 0 0 000 10 01 00቏ 0ସ×ଷΛ(߱) Γ(ܳ)ۑۑۑے

ې
  

  
)38(Λ(߱) = ଵଶ ቎ 0 ߱௭ −߱௬ ߱௫−߱௭ 0 ߱௫ ߱௬߱௬ −߱௫ 0 ߱௭ ቏  

  
)39(

Γ(ܳ) = ଵଶ ൥ ସݍ ଷݍ− ଷݍଶݍ ସݍ ଶݍ−ଵݍ− ଵݍ ସݍ ൩  

  .شود محاسبه مي) 40(درنتيجه دترمينان ژاكوبين به صورت رابطه 
൯(ݔ)ܬ൫ݐ݁݀)40( = ି௤ర଼ ଵଶݍ) + ଶଶݍ + ଷଶݍ + (ସଶݍ = ି௤ర଼  

ସݍكه  زماني ≠ ريس ژاكوبين غيرسينگولار است و باشد، مات 0
كند، پس ورودي كنترل  ديناميك صفر هر دو نيازمندي را ارضا مي

  .غيرخطي به سيستم در اين حالت موجب پايداري خواهد بود

  طراحي كنترلر مبتني بر پارامترهاي اصلاح شده رودريگز
 u بار ديگر فرآيند محاسبات لازم براي استخراج ورودي كنترلي  يك
كنيم، با اين تفاوت كه در اين قسمت  مانند مرحله قبل طي ميرا ه

. باشد سينماتيك مسئله برحسب پارامترهاي اصلاح شده رودريگز مي
، و تعيين بردار متغيرهاي )14(و ) 6(با درنظرگرفتن دستگاه معادلات 

ݔصورت حالت به = و  (ݔ)݂هاي  ماتريس ଷ߱௫߱௬߱௭൧்ߪଶߪଵߪൣ   :عبارتند از (ݔ)݃
_________________________________ 

10.  Diffeomorphism 

)36(డఎడ௫ (ݔ)݃ = [0 0 0 1 0 0 0] ቂ04×31−ܫ ቃ = 0 
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(ݔ)݂)41( = ൤ ߱−]ଵିܫ߱(ߪ)ܩ × ߱ܫ) + ℎ௪)]൨ 

(ݔ)݃)42( = [ ଵ݃(ݔ) ݃ଶ(ݔ) ݃ଷ(ݔ)] = ൤0ଷ×ଷିܫଵ ൨ 

ݕخروجي سيستم  = [ℎଵ(ݔ)ℎଶ(ݔ)ℎଷ(ݔ)]் = در  ்[ଷߪଶߪଵߪ]
ݑنظر گرفته شده و  = ்[ଷݑଶݑଵݑ] = ൣ ௖ܶ௫ ௖ܶ௬ ௖ܶ௭൧்  همانند

  . باشد حالت قبل بردار ورودي كنترلي سيستم مي
بردار مرتبه نسبي سيستم غيرخطي با توجه به بردار متغير 

்[ଷݎଶݎଵݎ]حالت در نظر گرفته شده، برابر با  = است و  ்[2 2 2]
توان از تساوي  بنابراين مي. باشد مي 6سيستم اصلي داراي مرتبه 

هاي نسبي با ديناميك كامل سيستم نتيجه گرفت كه  مجموع مرتبه
پذير  خروجي كاملاً مشاهده - سازي ورودي ديناميك سيستم در خطي

  :داريم (ݔ)ܧچنين براي ماتريس  هم. است
(ݔ)ܧ)43( = ଵିܫ(ߪ)ܩ

نيز   (ݔ)ܧتند،پذير هس هردو معكوس ଵିܫو (ߪ)ܩچون
غيرسينگولار   (ݔ)ܧماتريس پذير خواهد بود و همواره معكوس

و با توجه به برابري   (ݔ)ܧپذيري پس با توجه به معكوس. باشد مي
است، پس سيستم  6مرتبه نسبي كل با مرتبه سيستم كه برابر 

تواند به  مي) 42(و ) 41( هاي اتريسخطي در كنترل تعريف شده با م
. باشد مل خطي شود و نيازي به بررسي ديناميك دروني نميطور كا 

  :نيز برابر است با (ݔ)ܦماتريس

(ݔ)ܦ)44( = (ݔ)௙ଶℎܮ = డడ௫ ൛ܮ௙ଵℎ(ݔ)ൟ݂(ݔ)= [ డడఙ ሼ(ߪ)ܩ߱ሽ డడఠ ሼ(ߪ)ܩ߱ሽ]݂(ݔ) 

شده نيز  متغيرهاي حالت سيستم خطي) 26(بر اساس معادله 
  .صورت زير هستند به

)45(
ଵߦ = ସߦଵߪ = ଶߦሶଵߪ = ହߦଶߪ = ଷߦ ሶଶߪ = ଺ߦଷߪ = ሶଷߪ

، در اين حالت برابر خواهد )27(هاي ثابت در رابطه  و مقادير ماتريس
  :بود با

)46(
ܣ = ൤0ଷ×ଷ0ଷ×ଷ ܤ ଷ×ଷ0ଷ×ଷ൨ܫ = ൤0ଷ×ଷܫଷ×ଷ ൨ ܥ = ଷ×ଷܫ] 0ଷ×ଷ] 

در اين حالت نيز براي اين سيستم خطي، ورودي كنترلي 
 ଶܭو  ଵܭگيريم كه در آن  را در نظر مي) 47(خطاي وضعيت 

اشاره به پارامتر  ௜ௗߪهاي ضرايب ثابت و مثبت هستند و  ماتريس
به كمك   ଶܭوଵܭ تعيين ماتريس ضرايب . مطلوب يا فرماني دارد

  .گيرد كننده مربعي خطي صورت مي روش تنظيم
௜ݒ)47( = ௜ߪଵ൫ܭ− − ௜ௗ൯ߪ −  ሶ௜ߪଶܭ

  11كننده مربعي خطي تنظيمكنترل بهينه 
كننده، يك روش كنترل بهينه است كه بهترين  اين كنترل

هاي عملكرد، فراهم  عملكرد ممكن را با توجه به برخي شاخص
واقع مسئله طراحي  كننده در مسئله طراحي اين كنترل. ندك مي

است كه تابع هدف خاصي  Kيك پسخورد حالت كنترلي مانند 
در اين روش يك ماتريس بهره . را به حداقل مقدار برساند ܬمانند

يابي به  منظور دست شود كه تابع معيار را به  پسخورد طراحي مي
و سرعت پاسخ يك  بعضي روابط ميان تلاش كنترلي، مقدار

در روش تنظيم كننده مربعي . ]26[كند  سيستم پايدار، حداقل مي
خطي براي يك سيستم خطي زمان پيوسته كه به شكل معادله 

در نظر گرفته ) 48(شود، تابع معيار درجه دو  بيان مي) 27(
  .]27[شود  مي

ماتريس  ܳهمچنين . هاي وزني هستند ماتريس Rو  ܳكه 
ماتريس متقارن و  Rمتقارن مثبت معين يا مثبت نيمه معين است و 

توان در عمل براي راحتي در طراحي  مي. باشد مثبت معين مي
قانون كنترل . صورت قطري در نظر گرفت را به Rو  ܳ هاي ماتريس

معادله  صورت كند به پسخوردي كه مقدار تابع معيار را حداقل مي
  .]27[گردد  تعريف مي) 49(
௅ொோݑ)49( =  ݔܭ−

  .]27[شود  محاسبه مي) 50(از طريق رابطه  Kكه مقدار 
ܭ)50( = ܴିଵ்ܲܤ 

  .]27[شود  حاصل مي) 51(با حل معادله زمان پيوسته جبري ريكاتي  Pو 
்ܲܣ)51( + ܣܲ + ܳ − ்ܲܤଵିܴܤܲ = 0 

  يسه قوانين كنترلمعيار مقا
انتگرال زاويه خطاي اويلر حول محور اويلر  ]20[طبق مرجع 

تواند به عنوان يك معيار مشخص براي سنجش قوانين كنترل  مي
. شود شناخته مي 12اين معيار با نام اولراينت. مورد استفاده قرار گيرد

گيرد كه براي مقايسه قوانين  تعريف اولراينت از آنجا سرچشمه مي
توان از برخي متغيرهاي مشترك بهره برد و زواياي اويلر  ل ميكنتر

ترين متغير فيزيكي هستند كه جهت مقايسه كنترل وضعيت  طبيعي
مبين مسير  ߙمحاسبه زاويه خطاي . توان استفاده نمود ماهواره مي

. ]20[كند  اي كلي است كه ماهواره در مدت مانور طي مي زاويه
  .ار اين زاويه خطا اختصاص داردبه محاسبه مقد) 52(معادله 

_________________________________ 
11. Linear Quadratic Regulator  
12. EULERINT 

ܬ)48( = ׬ ݔ்ܳݔ) + ஶ଴ݐ݀(ݑ்ܴݑ  
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ߙ )52( = ଵ(ଵଶିݏ݋ܿ [ாܣ]݁ܿܽݎݐ) − 1))  

بيانگر ماتريس خطاي كسينوس  ாܣدر رابطه قبل ماتريس
وري بيشتر  هرچه اولراينت كمتر باشد، مبين بهره. هادي است

سازي كل مسير  روش كنترلي مورد استفاده از نظر حداقل
تر  كردن سريع و نشانه ميل ستتوسط فضاپيمااي طي شده  زاويه

نتيجه قوت كنترلر  زواياي دوران به هدف كنترل و در
مربوط به محاسبه ) 53(رابطه  .]20[مورداستفاده خواهد بود 
  .معيار اولراينت مي باشد

ܶܰܫܴܧܮܷܧ)53( = ׬  ݐ݀ߙ

  سازي نتايج شبيه
م كنترل وضعيت طراحي منظور بررسي عملكرد سيست در اين بخش، به

مشخصات هر . شده، دو مانور تغيير وضعيت مجزا در نظر گرفته شده است
مانور برحسب زواياي اويلر، پارامترهاي كواترنيون و رودريگز كه همگي 

براي مانور شماره يك و ) 1(نمايشگر يك مانور يكسان هستند در جدول 
هر دو مانور در نظر . تبراي مانور شماره دو ارائه شده اس) 2(در جدول 

طور كه مشخص است،  همان. گرفته شده، مانورهاي زاويه بزرگ هستند
اي است كه  در طي اجراي مانور شماره دو، تغييرات زواياي اويلر به گونه

باشد و اين حالت، وجه تمايز دو  مجبور به عبور از مقدار صفر ميସݍ پارامتر 
  . مانور در نظر گرفته شده است
  مشخصات مانور يك -1ل جدو

MRP QuaternionEulerAttitude ଵߪ = ଶߪ  0 = ଷߪ  0 = 0  

ଵݍ = ଶݍ   0 = ଷݍ  0 = ସݍ  0 = 1  

߶଴ = ଴ߠ   0° = 0°  ߰଴ = 0°  

Initial 

ଵߪ = ଶߪ  0.1303 = ଷߪ  0.1507− = 0.1580  

ଵݍ = ଶݍ   0.2448 = ଷݍ  0.2831− = ସݍ  0.2969 = 0.8785  

߶௙ = ௙ߠ   20° = −40°  ߰௙ = 30°  

Final 

  مانور دو مشخصات -2جدول 

MRP Quaternion Euler Attitude ߪଵ = ଶߪ  0 = ଷߪ  0 = 0  

ଵݍ = ଶݍ   0 = ଷݍ  0 = ସݍ  0 = 1  

߶଴ = ଴ߠ   0° = 0°  ߰଴ = 0°  

Initial 

ଵߪ = ଶߪ  0.874− = ଷߪ  0.544− = 0.705  

ଵݍ = ଶݍ   0.684− = ଷݍ  0.425− = ସݍ  0.552 = −0.218  

߶௙ = ௙ߠ   150°− = 70°  ߰௙ = 85°  

Final 

فضاپيمايي با مشخصات ماتريس ممان  ]16[مطابق با مرجع 
ܫاينرسي  = ݀݅ܽ݃(4,4,3)݇݃. ݉ଶ  ممان اينرسي هر عملگر و مقدار
௪ܫبرابر با  = 5 × 10ିସ݇݃. ݉ଶ باشد مفروض مي.  

كننده  در قسمت طراحي كنترل خطي با استفاده از روش تنظيم
براي بهترين عملكرد  Rو ܳ  هاي وزني مربعي خطي؛ ماتريس
ضرب يك عدد در يك  حاصل صورت اند و به سيستم انتخاب شده

  .شوند مناسب، نمايش داده ميماتريس هماني با ابعاد 

)52( ܳ = 0.4 ×  ଺ܫ

)53( ܴ = 350 ×  ଷܫ

و ) 33(ضرايب كنترلي براي معادلات   هاي ماتريس بنابراين مؤلفه
  .شوند صورت زير ظاهر مي به) 45(
ଵܭ )54( = 0.0338  

ଶܭ )55( = 0.2622  

در اي و  ثانيه 60سازي مانور وضعيت، در يك بازه زماني  شبيه
تا ) 1(هاي  صورت نمودار، در شكل افزار متلب اجرا شده و نتايج به نرم

لازم به ذكر است كه براي نشان دادن . اند ارائه شده) 11(
هاي مربوط به كنترلر مبتني بر پارامترهاي اصلاح شده  مشخصه

ها از  و براي كنترلر مبتني بر كواترنيون MRPرودريگز از مخفف 
  .ر نمودارها استفاده شده استد Quaternionعبارت 

در خاتمه نيز براي اطمينان از جامعيت نتايج حاصل از مقايسه 
) 3(ساز پسخورد در اجراي مانور يك، در جدول  دو كنترلر خطي

چهار مانور تغيير وضعيت ديگر در نظر گرفته شده است تا از نظر 
گشتاورهاي كنترلي؛ دو كنترلر پارامترهاي اولراينت و مجموع 

هاي سينماتيكي متفاوت، با يكديگر  ساز پسخورد مبتني بر بيان خطي
، از وضعيت اوليه صفر شروع )3(همه مانورهاي جدول . مقايسه شوند

  .ارائه شده است) 4(سازي اين مانورها در جدول  شده و نتايج شبيه
  6تا  3وضعيت فرماني نهايي مانورهاي  -3جدول 

Command Attitude Attitude 
Maneuvers    ߰௙  ߠ௙  ߶௙  

25 40 10 3 
-20 -50 -30 4 
15 -5 35 5 
-60 45 5 6 

ها  با توجه به فرآيند طراحي ورودي كنترلي مبتني بركواترنيون
ي برا) 24(كه معادله ورودي كنترلي  توان نتيجه گرفت، براي اين مي

محاسبه باشد، بايد ماتريس  كنترل سيستم غيرخطي، همواره قابل يابي به يك سيستم  از طرف ديگر براي دست. نبايد صفر باشد ସݍ مؤلفه) 32(پس بر اساس . داراي دترميناني غير صفر باشد (ݔ)ܧ
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ريختي باشد كه با بررسي  يك هموار ݖخطي مناسب بايد نگاشت 
شده در  درنتيجه ورودي كنترلي طراحي. نبايد برابر با صفر باشد ସݍ آيد، يعني مؤلفه دست مي ي مشابه مورد قبل بها اين مورد نيز، نتيجه

ସݍكه  قسمت پارامترهاي كواترنيون، تا زماني ≠ خوبي  باشد به  0
اما با صفر شدن اين پارامتر، . دهد وظيفه كنترلي را انجام مي

  .دهد ز دست ميكننده كارايي خود را ا كنترل
گونه نتيجه گرفت  توان اين ، مي)7(با در نظر گرفتن معادله 

درجه را  180كه، هر تركيب توالي دوران كه زاويه دوران اويلر 
عنوان توابع خروجي  ها به تواند با انتخاب كواترنيون نتيجه دهد، نمي

ସݍرو ازاين. به كمك اين روش كنترلي، كنترل شود = كننده  بيان 1
  .]5[باشد  ايداري زاويه اويلر حول صفر ميپ

اما در ادامه و با انتخاب پارامترهاي اصلاح شده رودريگز 
طور كامل  آيد بلكه سيستم به تنها ديناميك دروني به وجود نمي نه

  .آيد خطي شده و محدوديتي در طراحي به وجود نمي
 سازي كامپيوتري حاكي از آن نتايج و نمودارهاي حاصل از شبيه

است كه در اجراي مانور شماره يك، ورودي كنترلي طراحي شده مبتني 
بر دو روش بيان سينماتيك، توانسته كنترل وضعيت مورد انتظار را انجام 

براي مانور شماره يك، شكل . داده و خطاي وضعيت را به صفر برساند
تغييرات ) 2(تغييرات پارامترهاي اصلاح شده رودريگز و شكل ) 1(

ها  دهند كه مقادير اوليه و نهايي آن اي كواترنيون را نشان ميپارامتره
باشند كه نشان از  مي) 1(هاي مانور طراحي شده در جدول  مطابق با داده

  .اجراي صحيح مانور تغيير وضعيت طراحي شده دارد

  
  پارامترهاي اصلاح شده رودريگز –مانور يك  - 1شكل 

  

 يونپارامترهاي كواترن –مانور يك  - 2شكل 

نمودارهاي مربوط به تغييرات زواياي اويلر براي ) 3(  در شكل
دهد كه تغييرات  اين نمودارها نشان مي. هر دو روش رسم شده است

  .زواياي اويلر در هر دو كنترلر اختلاف بسيار اندكي با يكديگر دارند
  

  
  تغييرات زواياي اويلر –مانور يك  -3شكل 

كه در آن خطاهاي ) 4( با در نظر گرفتن نمودارهاي شكل
وضعيت براي هر دو كنترلر ترسيم شده است، مشخص است كه با 
اجراي مانور، خطاي هر وضعيت با يك اختلاف اوليه نسبت به مقدار 

اند تا  مطلوب يا فرماني شروع شده و در نهايت هر دو كنترلر توانسته
شكل،  مطابق با اين. اين خطا را به مقدار صفر رسانده و حفظ نمايند

اختلاف خطاي هر وضعيت نيز براي هر دو كنترلر نسبت به يكديگر 
  .بسيار اندك است

  
خطاهاي وضعيت براي كنترلرهاي مبتني بر پارامترهاي  –مانور يك  - 4شكل 

  ها اصلاح شده رودريگز و كواترنيون

اي بدني ماهواره حول  هاي زاويه چنين تغييرات سرعت هم
براي هر روش ارائه شده كه اختلاف  )5(  محورهاي بدني در شكل

  .دهد اندكي را در به كارگيري هر دو كنترلر نشان مي
 

  
 اي حول محورهاي بدني هاي زاويه سرعت –مانور يك  - 5شكل 



  
  
  
  

 
 
  پژوهشي علوم و فناوري فضايي -فصلنامة علمي پسخورديسازيخطروشبامايفضاپتيعوض كنترل در كينماتيس انيب نوعاثريبررس

69/   1397بهار  /1شمارة /  11 جلد

گشتاورهاي كنترلي حول سه محور بدني براي ) 6(در شكل 
در اين نمودارها يك اختلاف واضح ميان . اند هر دو كنترلر رسم شده

كنترلي لازم براي اجراي مانور با هر كدام از كنترلرها ديده  گشتاور
توان از آن  ، يكي از معيارهايي كه مي]28[براساس مرجع . شود مي

براي مقايسه كنترلرها استفاده نمود، مجموع قدرمطلق گشتاورهاي 
اين معيار براي كنترلر مبتني بر پارامترهاي اصلاح . فرماني است

و براي كنترلر مبتني بر  Nm 8.83ا شده رودريگز برابر ب
اين اختلاف حاكي از تلاش كمتر . است Nm 37ها برابر  كواترنيون

كنترلر مبتني بر پارامترهاي اصلاح شده رودريگز در اجراي مانور 
توان بيان نمود كه براي اجراي مانور تغيير  در واقع مي .يكسان است

د توسط عملگرها وضعيت به كمك اين كنترلر، گشتاور كمتري باي
توليد شود، چرا كه گشتاور كنترلي محاسبه شده حول هر محور بدني 

  .نيز مقدار كمتري است

  
مبتني بر پارامترهاي  هايگشتاورهاي كنترلي براي كنترلر –مانور يك  - 6شكل

 ها اصلاح شده رودريگز و كواترنيون

، مقدار اولراينت در اجراي مانور )7(براساس نمودارهاي شكل 
تغيير وضعيت با استفاده از كنترلر طراحي شده مبتني بر پارامترهاي 
اصلاح شده رودريگز از مقدار مربوط به كنترلر طراحي شده با 

طور كه در قسمت معيار  همان. باشد پارامترهاي كواترنيون كمتر مي
مقايسه قوانين كنترل بيان شد، اين تفاوت در مقدار اولراينت، بيانگر 

اي مجموعي است كه فضاپيما در اجراي  سير زاويهكمتر بودن م
مانور تغيير وضعيت با تعريف سينماتيك برحسب پارامترهاي اصلاح 

، كنترلر ]20[در نتيجه مطابق با مرجع . كند شده رودريگز، طي مي
  .وري بيشتري دارد مبتني بر پارامترهاي اصلاح شده رودريگز بهره

  
 ينتتغييرات اولرا –يك مانور  - 7شكل 

سازي مانور شماره دو، كنترلر طراحي شده بر  در شبيه
در طي مانور،  ସݍاساس كواترنيون، به علت صفر شدن پارامتر 

علت اين امر به وجود آمدن . تواند مانور فرماني را اجرا نمايد نمي
اما در مورد طراحي . سينگولاريتي در زمان انجام محاسبات است

) 9(ح شده رودريگز، همانند نمودار مبتني بر پارامترهاي اصلا
تغيير وضعيت از شرايط اوليه به مقادير مورد انتظار، بدون هيچ 

ً ) 10(گيرد و با توجه به شكل  مشكلي صورت مي فضاپيما مجددا
مقادير اوليه و نهايي نيز براي . گردد به حالت سكون بازمي

مطابق با ) 8(پارامترهاي اصلاح شده رودريگز براساس شكل 
گشتاور كنترلي لازم حول . است) 2(فرضيات موجود در جدول 

قابل مشاهده ) 11(محورهاي بدني براي اين مانور نيز در شكل 
  .است

  

  پارامترهاي اصلاح شده رودريگز –مانور دو  - 8شكل 

  
  تغييرات زواياياويلر –مانور دو  - 9شكل 

  
  اي بدني زاويه هاي تغييرات سرعت –مانور دو  -10شكل 
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 گشتاورهاي كنترلي –مانور دو  -11شكل 

) 7(تا شكل ) 1(با در نظر گرفتن نمودارهاي ارائه شده در شكل 
شود كه رفتار سيستم با استفاده از هر دو ورودي كنترلي در  مشخص مي

اجراي مانور شماره يك، بسيار نزديك به هم بوده و تغييرات مربوط به 
اي بدني در هر دو روش با  اي زاويهه هركدام از زوايا و هركدام از سرعت

اما مقايسه معيارهاي اولراينت و قدرمطلق . يكديگر اختلاف اندكي دارند
مجموع گشتاورهاي كنترلي در اجراي مانور يك و توجه به مقدار اين 

براي ساير مانورها، حاكي از كمتر بودن مقدار ) 4(پارامترها در جدول 
مورد نياز براي اجراي مانور توسط اولراينت و گشتاور كنترلي مجموع 

در نتيجه با توجه . كنترلر مبتني بر پارامترهاي اصلاح شده رودريگز است
ها،  به امكان وقوع سينگولاريتي در محاسبات كنترلر مبتني بر كواترنيون

وري بيشتر، در كنار تلاش كنترلي كمتر طراحي كنترلر  كارايي و بهره
اتيك براساس پارامترهاي اصلاح شده ساز پسخورد با بيان سينم خطي

  .شود رودريگز نشان داده مي

  براي هر دو كنترلر طراحي شده 6تا  3نتايج اجراي مانورهاي  -4 جدول

∑| ௖ܶ| 
(N.m)

Eulerint Controller 
Design

Attitude 
Maneuvers 

5.56401 MRP3
23.85410 Quaternion
10.51562 MRP4
43.22594 Quaternion
4.58339 MRP5

19.71345 Quaternion
11.15648 MRP6
45.19694 Quaternion

  گيري نتيجه

سازي  در مسئله طراحي كنترل وضعيت فضاپيما با استفاده از تئوري خطي
تخاب ترمينولوژي خروجي، ان ـ سازي ورودي پسخورد و روش خطي
با استفاده از اين تئوري   كننده طراحي كنترل. سينماتيكي بسيار مهم است

ترين روش بيان  كنترلي و با در نظر گرفتن پارامترهاي كواترنيون كه رايج
سينماتيك هستند، هميشه كارآمد نبوده و در مانورهايي با زاويه دوران 

له با سينگولاريتي مواجه درجه حول محور اويلر، حل رياضيات مسئ 180

در اين مقاله نشان داده شد كه با انتخاب پارامترهاي اصلاح شده . شود مي
رود و نيازي  رودريگز، مشكل وجود سينگولاريتي در محاسبات از بين مي

اين در حالي است . به بررسي ديناميك دروني و پايداري آن نيز نخواهد بود
اويه بزرگ پاسخ وضعيت بسيار كه هر دو روش در اجراي مانورهاي ز

هاي اين مقاله مشخص شد  سازي از نتايج شبيه. نزديك به يكديگر دارند
كه علاوه بر عملكرد بدون محدوديت كنترلر مبتني بر پارامترهاي اصلاح 
شده رودريگز در اجراي مانورهاي تغيير وضعيت، استفاده از اين 

خروجي - سازي ورودي يترمينولوژي در فرآيند طراحي ورودي كنترلي خط
شود تا استفاده از پارامترهاي اصلاح شده رودريگز در مقايسه  موجب مي

با پارامترهاي كواترنيون براي مسئله در نظر گرفته شده در اين پژوهش، 
چراكه در طراحي آن سينگولاريتي وجود . تر باشد بسيار مفيدتر و مناسب

ها يكسان است، از سه پارامتر  يونندارد، عملكرد آن تقريباً با عملكرد كواترن
كند كه بار محاسبات كمتري را نياز دارد و  جاي چهار پارامتر استفاده مي به

وري بيشتر روش  كمتر بودن مقدار اولراينت در اين روش حاكي از بهره
اي طي شده  سازي كل مسير زاويه كنترلي مورد استفاده، از نظر حداقل

رلي لازم در اجراي مانورهاي تغيير وضعيت چنين گشتاور كنت هم. باشد مي
پس كنترلر طراحي شده با . يكسان نيز از اين شيوه بسيار كمتر خواهد بود
وري بيشتر و تلاش كنترلي  پارامترهاي اصلاح شده رودريگز، كاراتر با بهره
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