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In this paper, a new approach is proposed for solving the problem of optimal low 
thrust orbit transfer. In this approach, the problem of trajectory optimization of optimal 
orbit transfer is defined by modified equinoctial orbital elements. For solving this 
problem, direct collocation method, that is an efficient numerical method for solving 
optimal control problems, is used. By using this method, the problem of trajectory 
optimization is fully discretized and converted to a nonlinear programming problem. This 
discrete problem with large numbers of variables and constraints is solved by a powerful 
nonlinear programming solver (IPOPT). Finally, optimal state and control variables are 
achieved for optimal orbit transfer with minimum fuel consumption. 
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در . شودپيشنهاد مي كم با تراست مقالة حاضر، رويكرد جديدي براي حل مسئلة انتقال مداري بهينهدر 
تعريف مي شدهاعتدالي اصلاحهاي مداري با المان سازي مسير انتقال مداري بهينه،اين رويكرد، مسئلة بهينه

براي حل مسائل كنترل  كارا روش عددينشاني مستقيم كه يك براي حل اين مسئله، از روش هم .گردد
مل گسسته شده و طور كاهسازي مسير ببهينه ةبا استفاده از اين روش، مسئل. شودمي، استفاده بهينه است

، با داردزيادي متغير  گسسته كه تعداد بسيار اين مسئلة. شودريزي غيرخطي ميبرنامه تبديل به يك مسئلة
حالت و  نهايت، مقادير بهينة در. شودحل مي IPOPTريزي غيرخطي قدرتمند به نام برنامه كنندةيك حل
  .آيندميدست هب براي انتقال مداري بهينه با حداقل مصرف سوختكنترل 

 ،كنترل بهينه ،سازي مسيربهينه ،شدههاي مداري اعتدالي اصلاحالمان ،انتقال مداري با تراست كم: هاي كليديواژه
  ريزي غيرخطيبرنامه ،نشاني مستقيمروش هم

  فهرست علائم
 a  قطر بزرگنيمه

 ad  بردار شتاب اغتشاشي
 e  خروج از مركز

 eN  راستاي شمال محلي
 F  سازيتابع هدف بهينه
 f شدههاي مداري اعتدالي اصلاحيكي از المان

 fx  تابع غيرخطي حالت
 g شدههاي مداري اعتدالي اصلاحيكي از المان

 g0  شتاب جاذبة زمين در سطح دريا
 h شدههاي مداري اعتدالي اصلاحيكي از المان

 hk  متواليميزان اختلاف زماني دو گرة 
 Isp  ضربه ويژه سوخت

 i  شيب مداري

 iN  بردار يكه در راستاي شمال محلي
 in بردار يكه در راستاي عمودي
 ir  بردار يكه در راستاي شعاعي
 it  بردار يكه در راستاي مماسي

 Jk  اياثرات گرانشي ناحيه
 k  شدههاي مداري اعتدالي اصلاحيكي از المان
 L  شدهمداري اعتدالي اصلاحهاي يكي از المان

 Pk  اي لژاندرچندجمله
 p  شدههاي مداري اعتدالي اصلاحيكي از المان
 Re  شعاع زمين

 r  بردار موقعيت
 x  rxمؤلفة بردار موقعيت در راستاي
 y  ryمؤلفة بردار موقعيت در راستاي
 z  rzمؤلفة بردار موقعيت در راستاي

 T  نيروي تراست
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 t زمان
 tf  نهايي پرواززمان

u بردار كنترل
 un مؤلفة بردار كنترل در راستاي عمودي
 ur مؤلفة بردار كنترل در راستاي شعاعي
 ut مؤلفة بردار كنترل در راستاي مماسي

V بردار سرعت
 x  Vxمؤلفة بردار سرعت در راستاي 
 y Vyمؤلفة بردار سرعت در راستاي 
 z  Vzمؤلفه بردار سرعت در راستاي 

 w وزن وسيله
x بردار حالت

∆  بردار شتاب اغتشاشي كل
g∆  بردار شتاب اغتشاشي گرانشي

 n∆ مؤلفة بردار شتاب اغتشاشي در راستاي عمودي
 r∆ مؤلفة بردار شتاب اغتشاشي در راستاي شعاعي

T∆  بردار شتاب اغتشاشي تراست

 t∆ مؤلفة بردار شتاب اغتشاشي در راستاي مماسي
δg شتاب اغتشاشي گرانشي در دستگاه افقي محليبردار

 δgN اغتشاشي گرانشي در راستاي شمال محليمؤلفة بردار شتاب 
 δgr محلياغتشاشي گرانشي در راستاي شعاعيمؤلفة بردار شتاب 

 θ آنومالي واقعي
 µ پارامتر گرانش

 τ  پارامتر كنترل سوخت
φ  عرض جغرافيايي  
 Ω  طول گره صعودي
 ω  آرگومان حضيض

  مقدمه

ن هوافضايي، تعيين مسير بهينه بههاي گوناگوامروزه، در مأموريت
از  يكي. گرفته استبه حداكثر كارايي مورد توجه قرارمنظور دستيابي 

سازي مسيـر، انتقـال مداري بهينـه ةترين مسائل در حوزپيچيده
ديناميك بسيار  ةبه واسط اين مسئله. استبهينـه با تراست كم 

زماني طولاني پرواز به دليل ناچيز بودن نيروي  ةغيرخطي و باز
اي براي رقابت ميان تراست در مقايسه با وزن وسيله، به عرصه

  . طراحان مسيرهاي بهينـه تبديل شده است
اي براي حل اين مسئله با هاي گستردهكنون تلاشتا
كشيشيان، توانسته است . هاي گوناگون صورت گرفته استرويكرد

مسير انتقال مداري بهينه با مصرف سوخت كمينه را براي انتقال در 

گوئلمن نيز، توانسته است با . ]1[يك بازه زماني مشخص تعيين كند 
كردن آن، مسير انتقال مداري كردن زمان انتقال و كمينهآزاد فرض

برل و آ. ]2و  3[ دست آوردرا به ازاي مصرف سوخت مشخصي به
با آزاد درنظرگرفتن زمان و مصرف سوخت، مسيرهاي بهينة  ،تاوبرت

گوناگوني را براي انتقال مداري با مصرف سوخت كمينه تعيين كرده
تراست آنها مسيرهاي پرواز را به چندين فاز باتراست و بدون. اند

هاي مختلفي را از اينگونه پروازها اند و تركيببندي كردهتقسيم
ناه و وادالي، مسيرهاي بهينة پرواز با تراست . ]4[ انددادهپيشنهاد 

هاي پيشرانش با ضربهكم و مصرف سوخت كمينه را براي سيستم
كولاسردو و . ]5[ انددست آوردههاي ويژة سوخت مختلف به

اي ساده، هاي مداري دايرهاند با درنظرگرفتن انتقالكاسالينو، توانسته
تحليلي و هم به صورت عددي ارائه و حل بهينه را هم به صورت 
پورتاكدوست و جلالي با تعريف . ]6[ آنها را با هم مقايسه كنند

مسئلة انتقال مداري بهينه در مختصات كروي، معادلات شرايط لازم 
آورده و مسئلة دو نقطه دسترا با استفاده از روش غيرمستقيم به

  .]7[اند كردهحل  2نشانيرا با استفاده از روش هم 1شرط مرزي
سازي مسير از در تمامي اين كارها براي حل مسائل بهينه

. هاي غيرمستقيم حل مسائل كنترل بهينه استفاده شده استروش
دليل وجود به(هاي غيرمستقيم هاي استفاده از روشدشواري

حالت، شرايط بهينگي و فرآيندهاي تحليلي براي توليد معادلات شبه
گاه معادلات ديفرانسيل با دو يا چند نقطه شرايط مرزي و حل دست

هاي اند تا محققان در كارهاي مذكور از مدلسبب شده) شرط مرزي
همچنين با توجه . كننده بسياري استفاده كنندساده و فرضيات ساده

به دشواري اعمال قيود مسير و مرزبندي متغيرهاي حالت و كنترل 
ماً از اين قيود صرفنظر هاي غيرمستقيم، در اين كارها عمودر روش
با توجه به اين مشكلات، گروه ديگري از محققان توجه . شده است

هاي مستقيم حل مسائل كنترل بهينه خود را به استفاده از روش
ترين محققان در زمينة بهينهبتز، كه از شاخص. اندمعطوف كرده

سازي غيرخطي، براي حل مسائل انتقال مداري سازي مسير و بهينه
و  3هاي پرتاب مستقيماي بهينه، از روشسيارهبهينه و سفرهاي بين

سازي استفاده نموده و براي حل مسائل بهينـه 4نشاني مستقيمهم
بهره برده  5ريـزي مرتبة دو ترتيبيغيـرخطي حاصله از روش برنامه

سازي كاملاً هاي مستقيم به دليل امكان پيادهروش. ]11-8[ است
هاي سازي مسير با مدليت حل مسائل بهينهعددي آنها، قابل

  .ديناميكي پيچيده را دارد و سرعت حل بالا و دقت حل بالايي دارند
يكي ديگر از موارد مهم در كارهاي پيشين، تمايل به تفكيك 
                                                           
1. two point boundary value problem 
2. collocation 
3. direct shooting 
4. direct collocation 
5. sequential quadratic programming 
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37 / نشاني مستقيماز روش همانتقال مداري بهينه با تراست كم با استفاده

تر متصل به هم مسير پرواز انتقال مداري به چندين مسير كوچك
ن در قالب توااست كه هر كدام از اين مسيرهاي كوچك را مي

اگرچه اين رويكرد، امكان تبديل مسئلة . اي مستقل بهينه كردمسئله
سازد و از پيچيدگي اي فراهم ميبعدي را به چندين مسئلة صفحهسه

تري دارد، اما سبب سازي آسانكاهد و نيز امكان پيادهمعادلات حاكم مي
كه با در حالي. شودهاي نهايي از حل بهينه ميگرفتن پاسخفاصله

تر توان به مسيري به مراتب بهينهبعدي، ميدرنظرگرفتن يك مسير سه
از كارهاي شاخصي كه از رويكرد تفكيك مسير استفاده . دست يافت

  .اشاره كرد] 14- 12[ مراجع  توان بهاند، ميكرده
در مقالة حاضر، با توجه به كارهاي پيشـين، رويكـرد جديـدي    

. مداري با تراست كم ارائه شـده اسـت  سازي مسير انتقال براي بهينه
هـاي مـداري اعتـدالي اصـلاح    گيري از الماندر اين رويكرد، با بهره

نشـاني مسـتقيم بـراي    براي بيان معادلات حـاكم، روش هـم   6شده
براي حـل   7غيرخطيريزيسازي مسئلة كنترل بهينه و برنامهگسسته

ير انتقـال  سـازي مس ـ سازي غيرخطي مقيد، امكان بهينهمسئلة بهينه
. شودمداري با تراست كم با سرعت بالا و دقت قابل قبول فراهم مي

بـراي حـل    8دوگـان  -در اين رويكرد از روش نقطـة درونـي اوليـه    
  .گرددريزي غيرخطي استفاده ميمسائل برنامه

  معادلات حركت انتقال مداري
توان به صورت فضايي تحت نيروي مركزي را مي حركت هر وسيلة

  :دكردوم به شكل زير بيان  ة ديفرانسيلي مرتبةليك معاد
)1(  darr =+ 3r

µ 
شود كه در آن، فرم گاوسي معادله حركت گفته مي) 1(به رابطة 

عوامل گوناگوني . شتاب اغتشاشي از شتاب جانب مركز جدا شده است
توان نظير غيركروي بودن زمين، نيروي تراست و اثرات اجرام ديگر را مي

) 1(اگر شتاب اغتشاشي در رابطة . به عنوان عوامل اغتشاش درنظر گرفت
توان به صفر باشد، يك سيستم دوجرمي خواهيم داشت كه پاسخ آن را مي

در تعيين مسيرهاي با تراست . هاي مداري ثابت بيان نمودصورت المان
كم، استفاده از فرم گاوسي معادله حركت سودمند است، زيرا مقدار شتاب 

هاي ها به صورت المانغتشاشي در اين مسيرها بسيار كم بوده و پاسخا
  .مداري تقريباً ثابت قابل بيان خواهند بود

براي تحليل انتقال مداري، لازم ) 1( ةبه منظور استفاده از رابط
طور هب. دشوهاي مداري انتخاب مناسب از المان ايستهداست تا 

هاي مداري كلاسيك معمول، نخستين انتخاب، دسته المان
)a,e,i,ω,Ω,θ (ك ميـهاي مداري كلاسياستفاده از المان. است

                                                           
6. modified equinoctial orbital elements 
7. Nonlinear Programming 
8. Primal-Dual Interior Point 

منجر به تكينگي گردد و ) e=0,i=0,i=π/2(تواند در برخي حالات 
  .فرآيند تعيين مسير بهينه را با مشكل مواجه سازد

هاي مداري ديگري با توان از المانبراي رفع اين مشكل، مي
ها اين المان. دشده استفاده كرتدالي اصلاحداري اعهاي منام المان

هاي مداري اعتدالي هستند كه براي اي از المانشدهفرم اصلاح
  . قابل استفاده هستند) e(تمامي مقادير خروج از مركز 

ند، دارفيزيكي نشده معناي هاي مداري اعتدالي اصلاحالمان
فرآيند حل مسائل براي پرهيز از وقوع تكينگي در ابزاري سودمند  اما

  . شوندسازي انتقال مداري استفاده ميبهينه
 هاي مداريانتقال مداري با استفاده از المان تركمعادلات ح
   :]15[ شونديشده، به صورت زير تعريف ماعتدالي اصلاح

)2(  t
p

q
p2p ∆=

µ
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⎞
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⎝

⎛
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)8(  ( ) spI0101Tw τ.+−=

هاي مداري ، المانLو  p ،f ،g ،h ،kدر معادلات فوق، مقادير 
   .هستندشده اعتدالي اصلاح
  :كرداز روابط زير محاسبه توان مينيز را  qو  s2مقادير 

)9( LgLf1q sincos ++= 
)10( 222 kh1s ++=

هاي مداري شده با المانهاي مداري اعتدالي اصلاحالمان
و با دراختيارداشتن هر يك از دسته المان هستندكلاسيك در ارتباط 

  : دست آوردهتوان دسته المان ديگر را بها مي

)11(  22 gf1
pa
−−

= 

)12(  22 gfe +=
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)13(  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−+= − 22221 kh1kh2i ,tan

)14(  ( )gkfhfkgh1 +−= − ,tanω
)15(  ( )hk1 ,tan−=Ω

)16( ωθ −Ω−= L
مقادير  شده،هاي مداري اعتدالي اصلاحبا در اختيار داشتن المان

توان جايي و سرعت در دستگاه مختصـات دكارتي را نيز ميهجاب
  :دكرمحاسبه 
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2V 2z +++= sincosµ

  :دشوبا رابطه زير محاسبه مي α2در روابط فوق، مقدار 
)23( 222 kh −=α

هاي گرانشي و تراست را به عنوان حاضر، شتاب در مقالة
  :گيريم، در نتيجه خواهيم داشتهاي اغتشاشي درنظرميشتاب

)24( Τ∆∆∆ += g

هاي اغتشاشي در جهـات شعاعي، مماسي و معمولاً شتاب
   :داشترو خواهيم از اين. ندشوـان ميه و بيـمحاسب يعمـود

)25( nnttrr iii ˆˆˆ ∆+∆+∆=∆

زير  توان از رابطةرا مي inو  ir ،it بردارهاي يكه  كه در آن
  :ـه كردمحاسب

)26( [ ] ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

×
×

×
××

==
vr
vr   

r vr
rvr   

r
r    Qr ntr iii ˆˆˆ

توان از دست آوردن شتاب اغتشاشي گرانشي، ميهبراي ب
اين . دكرروابط موجود براي اغتشاشات زمين غيركروي استفاده 

  :ندشوات افقي محلي تعريف ميدر دستگاه مختصروابط نوعاً 
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هستند نيز به راحتي و  φ برحسب Pkكه مشتقات  P'kمقادير 
   .ندشوميبا استفاده از روابط فوق محاسبه 

، )26(گيري از بردارهاي يكه تعريف شده در رابطه با بهره
   :دست آوردهرا بتوان مقادير شتاب اغتشاشي گرانشي مي
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توان از رابطة دست آوردن شتاب اغتشاشي تراست، ميهبراي ب
  : دزير استفاده كر
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 يسه مؤلفه در جهات شعاعي، مماسي و عمود uبردار كنترل 
بردار، در واقع اين . استآن در طول مسير برابر يك  دارد و اندازة

  :دكنجهت نيروي تراست را در هر لحظه بيان مي
)38( ][ ntr uuu     u =

  سازيتعريف مسئله بهينه
در انتقال مداري بهينه، هدف، تعيين مقادير كنترل در طول مسير 

اي كه وسيله بتواند با حداقل مصرف سوخت از گونهه، باستپرواز 
  . شودمدار مبدأ به مدار مقصد منتقل 

حاضر، وزن وسيله هنگام رسيدن به مدار مقصد را  ةدر مسئل
با . توان به عنوان تابع هدف درنظرگرفت كه بايد بيشينه گرددمي

  :دقدار، مصرف سوخت كمينه خواهد شبيشينه شدن اين م
)39(  )( ftwF −=

 هاي مداري اعتداليدر اين مسئله، متغيرهاي حالت، المان
و  uو متغيرهاي كنترل، بردار تراست  زن وسيله استشده و واصلاح

شرايط مرزي متغيرهاي حالت كه . ندهست τپارامتر كنترل سوخت 
قيود اصلي اين ند، هستمربوط به شرايط مدار مبدأ و مدار مقصد 

توان به واحدبودن بزرگي از ديگر قيود اين مسئله، مي. هستندمسئله 
 τدر طول مسير پرواز و محدود بودن مقدار ثابت  uبردار تراست 

  :دكراشاره 
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)41( 0L ≤≤ττ

بيانگر حداقل مقدار قابل قبول پارامتر  τLدر رابطه فوق، 
  .استكنترل سوخت 

  روش حل
بهينه حل مسئلة نشاني مستقيم برايحاضر، از روش هم در مقالة
در اين روش با گسسته. يمكنانتقال مداري بهينه استفاده ميسازي 

ريزي غيرخطي برنامهسازي كامل معادلات حركت، امكان استفاده از 
سازي اين گسسته. دشوسازي مسير فراهم ميبهينه براي حل مسئلة

كند تا مقادير مشتق موجود در معادلات حركت به صورت كمك مي
 سازي مسير به فرمآمده و مسئله بهينهيك عبارت ساده جبري در

ليات براي انجام عم. ريزي غيرخطي درآيداستاندارد مسائل برنامه
تر هاي كوچكزماني پرواز به قسمت سازي لازم است تا بازةگسسته
در . اين كار به منظور تقريب بهتر مشتق الزامي است. دشوتبديل 

كنترل، مقادير حالت دست آوردن توابع حالت و هجاي بهاين روش ب
دست ميهتر بهاي زماني كوچكو كنترل در نقاط ابتدا و انتهاي بازه

هد، مقادير بشونتر انتخاب هاي زماني كوچكهرچه اين بازه. آيد
به . تر خواهند بودآمده براي متغيرهاي حالت و كنترل دقيقدست

ت معادلا .گويندبندي زمان يك گره ميهركدام از نقاط تقسيم
  :دكر كلي زير بيان فرمتوان به حركت را مي

)42( )),(u),(x(fx x ttt=

  :دكرزير استفاده  ةتوان از رابطسازي مشتق ميبراي گسسته
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توان اي مشتق، ميفوق و تقريب ذوزنقه با استفاده از رابطة
  :زير نوشت معادلات قيد مربوط به معادلات حركت را به صورت
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برنامه سازي فوق، مسئلةاستفاده از گسستهتوان با اكنون مي
در اين مسئله، مقادير حالت و كنترل . كردريزي غيرخطي را تعريف 

. ندشوسازي مطرح ميمتغيرهاي بهينه عنوانها بهيك از گره در هر
. رو خواهيم بودهمتغير روب در چنين حالتي ما با تعداد بسيار زيادي

زماني ميان دو گره، معادلات حركت به  ةهمچنين در هر فاصل
يعني براي كل مسئله به . صورت قيود تساوي اعمال خواهند شد

ضرب فواصل زماني در تعداد متغيرهاي حالت، معادلات تعداد حاصل
همچنين علاوه بر معادلات قيد مذكور، . قيد وجود خواهد داشت

معادلات قيد ديگري نيز براي شرايط ابتدايي و انتهايي و ساير قيود 
 ة كنترل بهينةسازي مسئلدر واقع با گسسته. وجود خواهند داشت

ريزي سازي در برنامهبسيار بزرگ بهينه ةمسير، به يك مسئل
 چون مقدار زمان نهايي در مسئلة .]18-16[غيرخطي خواهيم رسيد 

 مقدار زمان نهايي را نيز، بايد خود اين استد انتقال مداري بهينه آزا
در ) hk(مقدار اختلاف زماني  ةگرفت و در محاسب يك متغير درنظر

  . دكرلحاظ ) 44(و ) 43(معادلات 
هـاي  كننـده ريـزي غيرخطـي از حـل   برنامـه  براي حل مسـئلة 

حاضـر، بـه دليـل     ليكن براي مسئلة. كردتوان استفاده گوناگوني مي
ديد، بازه زماني طولاني و تغييـرات كـم متغيرهـاي    بودن شغيرخطي

حـل . تـوان اسـتفاده كـرد   هاي محدودي ميكنندهحالت، تنها از حل
هـاي  هـا و زيربرنامـه  مندي از الگوريتمبه دليل بهره IPOPT ةكنند

تواند بـه عنـوان يـك انتخـاب     چنيني، ميلازم براي حل مسائل اين
   .] 21-19[مناسب درنظرگرفته شود 

ــزرگIPOPT ةكننــدحــل ريــزي رنامــهمقيــاس ب ، مســائل ب
بـراي  . دكن ـحل مـي  دوگان ـ  دروني اوليه غيرخطي را با روش نقطة

كننده، بايد علاوه بر توابع هدف و قيود و تعريف مسئله براي اين حل
معادلات حالت، مشـتقات مراتـب اول و دوم ايـن توابـع نسـبت بـه       

هـاي ژاكـوبين و   اتريسسـازي در قالـب م ـ  تمامي متغيرهاي بهينـه 
ها معمـولاً تُنـُك هسـتند و درايـه    اين ماتريس. دشونهسيان تعريف 

هـا را مـي  اين ماتريس. دهستنهاي زيادي از آنها داراي مقدار صفر 
هاي عددي در هر تكرار محاسبه كرد و نيازي به انجام توان با روش

  .فرآيندهاي تحليلي براي محاسبة آنها نيست
ه داشـت كـه بـراي دسـتيابي بـه حـل دقيـق و        البته بايد توج

هـا، انتخـاب روش   مطلوب، بايد فرايندهايي نظير تعيـين تعـداد گـره   
بندي صحيح متغيرها پيش از استفاده از ايـن  سازي و مقياسگسسته

  . كننده صورت گيردحل
با . كندها نقش مهمي در دقت و سرعت حل ايفا ميتعداد گره
رعت حل افزايش و دقت حل كاهش و با هاي كم، سانتخاب تعداد گره
هاي زياد، سرعت حل كاهش و دقت حل افزايش ميانتخاب تعداد گره

اين . ها بودرو، بايد به دنبال يك مقدار بهينه براي تعداد گرهاز اين. يابد
افزاري افزاري و نرممقدار بهينه به دقت مطلوب طراح و سيستم سخت

  . استموجود براي انجام محاسبات وابسته 
. نيز در دقت حل تأثيرگذار است سازيانتخاب روش گسسته

كوتا اي، رانجهوني نظير اويلر، ذوزنقهسازي گوناگهاي گسستهروش
با . گيرندتوانند مورد استفاده قرارئله ميو سيمپسون در حل اين مس

و ، دقت حل افزايش ترسازي پيچيدههاي گسستهانتخاب روش
نه، استفاده از انتقال مداري بهي در مسئلة. يابدسرعت حل كاهش مي

بالا ميهايي با دقت رغم سادگي، منجر به پاسخاي بهروش ذوزنقه
  . دشو

تغييرات  نتقال مداري بهينه به دليل محدودةا ةدر مسئل
ين براي ا. بندي ضروري استگوناگون متغيرها، انجام فرآيند مقياس

توان بهره مي بندي گرادياني گوناگونيهاي مقياسمنظور از روش
تغييرات متغيرها تا حدود زيادي مشخص  اما از آنجاكه بازة. برد
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نقاش نيا و ابوالقاسمجميل ضار 40/

بندي خطي ساده نيز استفاده اسهاي مقيتوان از روش، مياست
تغييرات تمامي متغيرها را با استفاده از نگاشت يعني محدودة. كرد

  . هاي خطي در يك بازه يكسان قرار داد

  حل يك مثال
شده، يك مثال را مطرح و حل اكنون به منظور بررسي روش بيان

خواهيم انتقال مداري بهينه را براي يك اين مثال مي در. نماييممي
و ضربه  N 5/4، نيروي تراست ناچيز N 1000فضايي با وزن  ةوسيل

ار مبدأ در اين مثال، يك مدار مد. دست آوريمهب s 450ويژه سوخت 
بوده و مدار مقصد، يك  5/28˚و شيب  Km 278اي با ارتفاع دايره

، Km 648، ارتفاع حضيض Km 39725مدار بيضوي با ارتفاع اوج 
  . است 270˚و آرگومان حضيض  4/63˚شيب 

هاي مداريبااستفاده از روابط موجود براي تبديل المان
توان شرايط شده، مياعتدالي اصلاح هاي مداريكلاسيك به المان

   :دست آوردهمرزي اين مسئله را ب
 شرايط مرزي ـ1جدول 

 شرايط انتهايي  شرايط ابتدايي

m 675/12194238=p m 787/6655941=p 
254/0-=h  736/0=+ 22 gf 

0=== kgf  618/0=+ 22 kh 
π=L  0=+ gkfh 

د، شرايط انتهايي شوملاحظه مي )1(همانگونه كه در جدول 
قادير ثابتي و م استهايي ميان متغيرهاي حالت به صورت رابطه

حل  ثابت لازم برايمقادير  .شودنظرگرفته نميبراي اين متغيرها در
  :ه استشدارائه  )2( جدول اين مثال در

 مقادير ثابت ـ2جدول 

  پارامتر مقدار  واحد
m/s2 80665/9 g0 
m 6378140 RE 

m3/s2  1014×986013/3 µ 
 50-  τL 
  6 -10×639/1082 J2 
  6 -10×565/2- J3 
  6 -10×608/1- J4 

گره با  400به منظور دستيابي به حل دقيق بهينه مثال مذكور، 
سپس با استفاده از روش . گيريمنظرميفواصل زماني مساوي در

سازي، نماييم كه اين گسستهسازي مياي، مسئله را گسستهذوزنقه
  . شودتمامي معادلات حركت و قيد را شامل مي

 4401ريزي غيرخطي با برنامه مسئلةبا انجام فرآيندهاي فوق، به 
خطي،  بنديگيري از مقياسبا بهره. م رسيدقيد تساوي خواهي 3603متغير و 

در . كنيمنگاشت مي ]- 5/0,5/0[يكسان  تمامي متغيرها را به محدودة
و انجام تنظيمات لازم، اين مسئله  IPOPT ةكنندنهايت، با استفاده از حل

  . نماييمريزي غيرخطي را حل ميمقياس برنامه بزرگ
ثانيه  642/62زمان تكرار در مدت  371فرآيند حل مذكور در 

به همگرايي )  Pentium IV 3.2 GHzاي با پردازشگردر رايانه(
رغم مدت زمان مذكور، بيانگر سرعت بالاي حل به. رسدمطلوب مي

پيچيدگي چشمگير مسئله و تعداد بسيار زياد متغير و قيد در مسئله 
  . ريزي غيرخطي استبرنامه

ي غيرخطي، ميزان ريزكنندة برنامهپس از پايان حل در حل
و   663/5 × 10- 15، ميزان نقض قيود KKT 7 -10 × 485/9خطاي 

اين پارامترها در حل. است Barrier (8-10 × 1(مقدار پارامتر برير 
بيانگر ميزان بهينگي تابع هدف و ارضاي قيود و  IPOPTكنندة 

آمده براي پارامترهاي دستمقادير به. ]19[ها هستند مرزبندي
  .دهندة دقت بالاي حل هستندپايان حل، نشان مذكور در
 الـبراي مث مسير انتقال مداري ازيـسهـانجام فرآيند بهين با
و  N 456/219، وزن نهايي s 98155ان نهايي ـ، زمشدهمطرح

   .آيددست ميهب -43/20پارامتر كنترل سوخت 
نمودار تغييرات متغيرهاي حالت و كنترل با زمان ) 1(در شكل 

آمده، ميدستهنتايج ب ترو ملموس براي درك بهتر. ده استرسم ش
هاي مداري توان اين نتايج را با استفاده از روابط موجود، به المان

سازي در نتايج حاصل از بهينه )2( در شكل. دكركلاسيك تبديل 
 )3( در شكل. هاي مداري كلاسيك نشان داده شده استقالب المان

بعدي و در در نماي سه مثالاين براي  هآمددستمسير بهينة به
   .ده استشارائه  دستگاه مختصات اينرسي

آمده، با توجه به عدم وجود حل دستبراي ارزيابي نتايج به
دقيق تحليلي، تنها امكان مقايسه با نتايج حل دقيق عددي كه 

بتز، . آمده است، وجود دارددستدر كارهاي محققان ديگر به
در  SOCSافزار گيري از نرماين مقاله را با بهرهشده در مثال حل

آزمايشگاه فناوري محاسباتي و رياضي شركت بوئينگ و با 
 10000هاي موجود در آن مركز با بيش از استفاده از ابررايانه

 sاو براي اين مثال، زمان نهايي را . گره زماني حل كرده است
رل سوخت را و پارامتر كنت N 179/220، وزن نهايي را 96810

نحوة تغييرات تمامي متغيرهاي . دست آورده استبه - 09/9
هاي شده در شكلحالت و كنترل با زمان نيز همانند نتايج ارائه

  . ] 17،8[ هستند) 2(و ) 1(
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 بعدي مسير در دستگاه مختصات اينرسينماي سه ـ3شكل 

بتز  آمدةدستهآمده در اين مقاله با نتايج بدستهنتايج ب ةاز مقايس
توان به حل هاي كم نيز ميتوان چنين نتيجه گرفت كه با تعداد گرهمي

بندي قبول دست يافت، مشروط بر اينكه فرآيند مقياسدقيق و قابل
  . تخاب متغيرهاي حالت به درستي صورت گرفته باشدمتغيرها و نيز ان

كند تا شده كمك ميهاي مداري اعتدالي اصلاحانتخاب المان
هايي براي رفع فرآيند حل دچار تكينگي نشود و نياز به روش

كند تا با تعداد بندي مطلوب نيز كمك ميمقياس. تكينگي نباشد
  . محدودي گرة زماني، بتوان به دقت قابل قبولي از حل دست يافت

  گيرينتيجه
سازي انتقال مداري بهينه با تراست كم بهينه ةحاضر، مسئل ةدر مقال

شده، روش همهاي مداري اعتدالي اصلاحگيري از المانبهره با
   .شد ريزي غيرخطي به صورت دقيق حلنشاني مستقيم و برنامه
در  زياديشده كمك هاي مداري اعتدالي اصلاحاستفاده از المان

د، زيرا در هنگام حل هيچگونه كنحل سريع و دقيق اين مسئله مي
هاي براين اساس، ديگر نيازي به استفاده از روش. دهدتكينگي رخ نمي

ها عموماً با توجه به اينكه اين روش. مختلف براي رفع تكينگي وجود ندارد
شوند، در نتيجه سبب نجر به تغيير مقادير متغيرها در نقاط تكينه ميم

  .شوندسازي ميترشدن فرآيند بهينهترشدن و پيچيدهطولاني
رغم تقيم، اين مسئله كنترل بهينه، بهنشاني مسبا استفاده از روش هم

ده شخود به صورت دقيق حل  ةديناميك بسيار غيرخطي، نوساني و پيچيد
هاي متعددي براي حل مسائل كنترل دانيم روشهمانگونه كه مي. است

ها اساساً قادر به حل مسئلهاين روش بهينه وجود دارد، ليكن تعداد زيادي از
نشاني مستقيم در اين مقاله به كارايي روش هم. دستناي به اين پيچيدگي ني

سازي در ساختار بدون هيچگونه سادهتواند ميكه است وضوح مشخص 
نشاني مستقيم به دليل در روش هم. دكنمسئله، آن را به صورت دقيق حل 

يچيدهها و معادلات بسيار پتوان از مدلسازي كاملاً عددي، ميامكان پياده
هاي ست كه در روشا اين در حالي. داي در تعريف مسائل استفاده كر
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  .داردغيرمستقيم به دليل وجود فرآيندهاي تحليلي، چنين امكاني وجود ن
سازي مسير انتقال در اين مقاله، برخلاف رويكرد رايج در بهينه

همداري مبني بر تفكيك مسير، يك مسير بهينه يكنواخت و پيوسته ب
تواند منجر به مصرف بعدي و فضايي مياين مسير سه. آمده استدست

البته، اين يكپارچگي و . سوخت كمتري نسبت به مسيرهاي تفكيكي گردد
  .گرددسازي ميترشدن فرآيند بهينهبودن مسير سبب پيچيدهبعدي سه

هاي گوناگون شده، از روشسازيگسسته به منظور حل مسئلة
توان بهره برد، اما به دليل در اختيار بودن معادلات سازي ميبهينه

هاي ژاكوبين و هسيان، استفاده از حركت و امكان تعريف ماتريس
ع ـد دقيق و سريـد منجر به توليـتوانريزي غيرخطي ميبرنامه
روش، هر البته بايد توجه داشت كه استفاده از  .هاي بهينه گرددپاسخ

  . است آن روش كليديعييـن پارامترهـايت مستلزم دقت بسيـار در
ـة حاضر، جامعيت آن ت در مقالـيكي از نكات حائـز اهمي

حركت ارائهبا استفاده از رويكرد درنظرگرفته شده و معادلات . است
سازي مسيرهاي بهينه ةتوان مسائل گوناگوني را در حوزشده، مي

ساز حل تواند زمينهرو مقاله حاضـر مياز اين. دكرفضـايي حل 
  . دشومسائل مختلفي در آينده 
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