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اي و منيفلدهاي پايدار و ناپايدار آن در مسئلة سه جسم محدود دايروي  در اين مقاله، توليد مدارهاي هاله
. هاي فضايي پيچيده نقش اساسي دارند اي در طراحي مأموريت مدارهاي هاله. رفته استمورد توجه قرارگ

اي در واقع حل تناوبي مسئلة سه جسم محدود دايروي هستند كه با اعمال شرايط اولية خاص  مدارهاي هاله
ت در اين مقاله از خاصيت تقارن معادلات مسئلة سه جسم محدود دايروي كه معادلا. شوند حاصل مي

دست آيد و  ديفرانسيل عادي غيرخطي مرتبة دوم هستند، بهره گرفته شده است تا اين شرايط اوليه مطلوب به
براي حل تناوبي مسئله از روش تصحيح ديفرانسيلي و ماتريس انتقال حالت استفاده شده . حل آسان شود

حل مسائل با شرايط مرزي  روش تصحيح ديفرانسيلي، روشي كارا و مبتني بر روش نيوتن است كه در. است
منظور توليد منيفلدهاي پايدار و ناپايدار در حل تناوبي در راستاي بردارهاي ويژه اختلال  به. شود استفاده مي
  .  شود گيري مي است و با تحصيل شرط اولية مناسب، از معادلات انتگرال ايجاد كرده

منيفلدهاي پايدار و ناپايدار، خاصيت تقارن، روش  اي، هالهمدار  مسئلة سه جسم محدود دايروي،: هاي كليدي واژه
   تصحيح ديفرانسيلي

  12مقدمه
محاسبه و تحليل مداري بر اساس مسئلة دو جسم براي برخي از 

هاي  كارگيري و قراردهي تلسكوپ هاي دقيق مثل به مأموريت
در اين گونه موارد براي . دهد دست نمي فضايي، نتايج دقيقي به

يابي به اطلاعات و نتايج قابل اعتمادتر، بهتر است كه فضاپيما  دست
زمان دو جرم سماوي  گرانشي همتحت اثر ميدان ) جسم ثانويه(
درنظرگرفته شود و در اين صورت ديناميك حركت ) اجسام اوليه(

تحليلي سه جسم در حالت كلي جواب  ةسفانه مسئلأمت. بررسي شود

                                                           
  كارشناسي ارشد يدانشجو. 1
  )نويسنده مخاطب(استاد . 2

استفاده  هاي فضاييتوان از آن براي طراحي مسير راحتي نمي و به داردن
تحقيقات  ،سه جسم محدود ةمسئل خصوص ه درنخوشبختا يلو. كرد

در طراحي كارگيري از خواص آن  قابليت بهزيادي انجام شده است و 
مسئلة سه جسم محدود . وجود دارداي  سياره هاي بين موريتأمسيرها و م

دهد ديناميك حركت يك  دايروي قدمي در اين راستاست كه اجازه مي
. سازي شود فضاپيما تحت اثر گرانش دو جسم سماوي بررسي و مدل

هاي  هاي فضايي با مسئلة سه جسم، آرايش احي مأموريتشروع طر
يابي به  دهد كه براي دست دست مي گوناگوني از مدارهاي ممكن را به

نقاط لاگرانژي كه نقاط تعادلي در  .شوند اهداف مطلوب مفيد واقع مي
هاي فضايي  موريتأهايي براي م عنوان پايگاه ند، بههستسه جسم  ةمسئل

مدارهاي . مد نظر هستند هاي فضايي موريتأم يا اصولاً هدف برخي
هاي حاصل از مسئلة سه  اي و ليساجوس نيز از ساير پديده لياپانوف، هاله



 
 

 

محمدعلي ندوشن و سيدحسين پورتاكدوست   علوم و فناوري فضاييپژوهشي  - علمي ةفصلنام/76
 1389 ن بهار و تابستا/  2و  1شمارة /  3 جلد

مدارهاي لياپانوف، مدارهاي تناوبي دو بعدي هستند كه در . جسم هستند
اي، مدارهاي  مدارهاي هاله. گيرند صفحة حركت اجسام ثانويه شكل مي

ه فركانس حركت در صفحه با فركانس تناوبي سه بعدي هستند ك
حركت خارج از صفحه برابر است و مدارهاي ليساجوس، مدارهاي شبه 
تناوبي سه بعدي هستند كه فركانس حركت در صفحه با فركانس 

وجود منيفلدهاي پايدار و ناپايدار . حركت خارج از صفحه برابر نيست
راي انتقال براي هر يك از اين مدارها، موجب كاهش انرژي لازم ب

اي و  در اين مقاله، توليد مدارهاي هاله]. 1[شود  ها مي فضاپيما به آن
  .منيفلدهاي پايدار و ناپايدار مدنظر است

هاي گذشته و چه در اي چه در مأموريتمدارهاي هاله
سال  30 در]. 2[كنند هاي آينده نقش بسزايي ايفا ميمأموريت

 ها بهموريتو مديريت مأهاي طراحي  گذشته انفجاري در قابليت
موريت نقطة آغازين اين انفجار مأ. نقاط لاگرانژي رخ داده است

 33- اي اي اس آي  فضاپيماي. زمين بود -المللي خورشيدكاوشگر بين
بر هم كنش زمين و خورشيد  ةبه منظور مطالع 1978آگوست  12در 

 ةبه حول نقط 3-اي اي اس آي بعد از انتقال مستقيم. پرتاب شد
اي شد تا تناوبي هاله زمين، وارد مدار تقريباً -خورشيد1Lلاگرانژي

مغناطيسي  از برخورد به كرةبادهاي خورشيدي را يك ساعت قبل 
گردش در  بعد از چندين .باني قرار دهدزمين مورد كاوش و ديده

منظور جستجوي دم  به2Lنقطة، فضاپيما به سمت 1Lايمدار هاله
بعد از آن با انجام مانور كمك گرانشي . مغناطيسي زمين روانه شد

تغيير نام داد و با  4دارالمللي دنبالهمضاعف، فضاپيما به كاوشگر بين
  .]3[ زينر ملاقات كرد - دار گياكوبنيدنباله ةستار

دستاوردهاي مهمي را نيز در پي ها كه يكي ديگر از مأموريت
پرتاب شد و طي  2001كه در سال بود  5جنسيس موريتداشت، مأ

زمين فرستاده شد و در  -سيستم خورشيد 1L آن فضاپيما به نقطة
شده  موريت طراحي، اولين مأجنسيس .]4[ مدار ليساجوس قرارگرفت
 مسير بهينة. مدرن استاي ديناميكي ه بر اساس تئوري سيستم

حركت جنسيس با استفاده از منيفلدهاي پايدار مدار ليساجوس نامي 
است كه براي سال  مأموريتي ،6گايا مأموريت .حاصل شده است

در طي اين مأموريت فضاپيما در مدار . درنظرگرفته شده است 2012
. قرار خواهدگرفت زمين -سيستم خورشيد 2Lليساجوس حول نقطة

بين مخابرات، عملكرد، هزينه، محيط  انتخاب مدار حاصل مصالحة
  ].5[هاي موجود است  حرارتي و راكت

 ،1687 سال در نتنيو. مسئلة سه جسم سابقة طولاني دارد
 گسترش »پرينسيپا« كتاب در را جسم سه ةلئمس ديناميكي تحليل

                                                           
3. ISEE-3 
4. ICE 
5. Genesis 

  .(GAIA) شود زمين كه با اورانوس ازدواج كرد، گفته مي هاي يوناني به الهة در افسانه .6

 روي بر را سازيساده اولين ،اويلر لئونارد نيوتن، دستيار بعداً. داد
 .كرد معرفي را محدود جسم سه ةلئمس و ددا انجام جسم سه ةلئمس

 هنري ژوليوس ،ميلادي بيستم قرن اوايل و نوزدهم قرن اواخر
 نهايت در كه كرد اثبات را جسم سه ةلئمس ناپذيري انتگرال پوانكاره

 يكي .قرارگرفت مدرن ديناميكي هايسيستم تئوري اساس وي كار
 در تناوبي مدارهاي وجود اثبات ،پوانكاره مهم بسيار كارهاي از

 تناوبي مدار نهايتبي كه كرد اثبات وي. بود جسم سه ةلئمس
 مدارهاي«] 7[ مولتون 1920 سال در]. 6[ است موجود گوناگون
 نويسنده پنجاه از بيش مطالعات مجموعه كه ،كرد منتشر را» تناوبي

 تعادلي ةنقط پنج نزديكي در تناوبي هاي حركت تقريبي حل مورد در
  .بود

اي را اولين بار، فاركوهار در ابتداي دهة اصطلاح مدار هاله
 با 1973 سال در] 8[ كامل و فاركوهار. ميلادي مطرح كرد 1970
 براي سوم ةمرتب تقريب به پوانكاره -استيدلين روش از استفاده
 دست ماه -زمين سيستم تعادلي ةنقط حول تناوبي شبه حركت
 را چهارم ةمرتب تقريب ]9[ كري و ريچاردسون بعد سال چند. يافتند
 با 1984 سال در .دادند گسترش زمين -خورشيد سيستم براي

 را تقريبي ]10[ ول بريك و هاول بعدي، سه تنظيم روش از استفاده
 من، ويچ، 2003در سال  .آوردند دست هب ايهاله مدارهاي براي
 مدارهاي بين ارتباط براي عددي نتايج به] 11[ پافنروشا و دودل

  .انديافته دست 7آتو افزار نرم از استفاده با لياپانوف و ايهاله محوري،

سه جسم محدود  مسئلةمعادلات حركت 
  دايروي

كه حركت  ،حركت فضاپيما تحت ميدان گرانشي دو جسم وزين
محدود دايروي سه جسم  مسئلةبه  ،ندداركپلري در مدار دايروي 

هاي مختلف مرسوم و در دستگاه  با استفاده از روش. معروف است
را  مسئلهتوان معادلات حاكم بر اين  هاي گوناگون مي مختصات

، كار در دستگاه مسئلهبا اين وجود براي بررسي . استخراج كرد
دستگاه چرخان را  أبه اين ترتيب كه مبد. كنيم چرخان را انتخاب مي

گيريم كه بردار موقعيت  نظر مياجسام اوليه چنان در در مركز جرم
بدين ترتيب اجسام اوليه با . باشد x ةلفمؤاجسام اوليه فقط 

)مختصات )1, 0, 0x و( )2, 0, 0xروي محورxمانند ها ثابت مي .
 خواهد مفيد ديناميكي تحليل براي اوليه اجسام موقعيت بودن ثابت
 و شوند مي تبديل خودگردان به غيرخودگردان معادلات كه چرا. بود
توان معادلات را در  البته مي .شود مي منجر ثابت نقاط به موضوع اين

دست آورد و سپس با استفاده از ماتريس تبديل  دستگاه اينرسي هم به

                                                           
7. AUTO 
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)منحنـي  كـه  گويـد  مي 3 خاصيت )0,tφ x  معادلـه  حـل  مسـير  يـك 
( )f=x x 0ةاولي شرط باx 13[ است[.  

   روش حل

بنابراين . ديناميك مسئله سه جسم رفتاري به شدت غيرخطي دارد
پذير يابي به حل آن امكاناستفاده از هر روش عددي براي دست

مسئله، نيازمند روشي است كه در آن تمامي حل اين . نيست
هاي ديناميك نسبت به تغيير در پارامترها و ها و حساسيتظرافت

روش تصحيح ديفرانسيلي . هاي اوليه لحاظ شده باشداصلاح حدس
، كاربرد روش نيوتن است كه در آن از ماتريس انتقال حالت ]14[

استفاده از ماتريس  .كند ط مرزي استفاده مييبراي حل مسائل با شرا
شود كه ميزان تغيير انتقال حالت براي تصحيح حدس اوليه باعث مي

ترين شكل صورت پذيرد و فرايند حل با در حدس اوليه به مناسب
. هاي ديگر به جواب برسدتعداد تكرارهاي كمتري نسبت به روش

روش . هاي ديگري مثل كالوكيشن هم وجود دارندالبته روش
سازي معادلات در دامنة حل عمل ر اساس گسستهكالوكيشن كه ب

در اين مقاله، از . شودكند، روشي مقاوم و پابرجا محسوب ميمي
هاي آن استفاده روش تصحيح ديفرانسيلي، با توجه به ويژگي

  .شوداست كه در ادامه به شرح آن پرداخته مي شده

)فرض كنيد كه ) ( )0,tτ φ∗ ∗=x x 0 مداري باشد كه از
∗x

فرض كنيد كه در . ناميم را حل مرجع ميx∗.گذرد در زمان صفر مي
tزمان مشخص τ=ة حل مرجع از نزديكي نقطfx گذرد مي، 

0ε كه براي طوري به >، ( )f τ ε∗− <x x هدف . باشد
0 در نزديكي0xيافتن شرط اوليه

∗x و زمانT در نزديكيτ 
) كه نحوي به )0, fTφ =x x يا ( )0, fTφ δ− <x x .

  :نيوتن روش خوبي براي اين كار استروش 

)7( ( ) ( )1
1 0 0,  n n x n nD f f

− ∗
+

⎡ ⎤= − =⎣ ⎦x x x x x x

 
( )f x  ما عبارت است از مسئلةدر:  

)8(  ( ) ( ), ff φ τ= −x x x 
  9همانند رابطة مناسب، الگوريتم نيوتن  ةبراي رسيدن به شرط اولي

  :خواهد بود

)9(  ( ) ( )
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1

1 0

1

0 1 0
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n f
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t

τ

τ φ τ

−

+

−
∗

⎡ ⎤= − Φ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− Φ − =⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

x

x

x x x

x x x x x
 

  اي توليد مدارهاي هاله
. كنيم اي از خاصيت تقارن مسئله استفاده مي براي توليد مدارهاي هاله

شود، ولي هندسة  گرچه در نگاه اول تقارني در مسئله مشاهده نمي
كه اجسام  xفضاي موقعيت مسئله نسبت به چرخش حول محور 

ضمن اينكه نقاط لاگرانژي . اوليه روي آن قراردارند، متقارن است
 0xة نقط. همراستا و نيز مثلثي هم نسبت به اين محور متقارن هستند

 .دبگيري نظردر دايروي محدود جسم سه مسئله فاز فضاي در را
( )0, 0,Tφ ⎡ ⎤⎣ ⎦x زمان گذر با كهاست  مسيري منحنيT از جلو به 

0x همچنين. باشد شده حاصل ( )0,f Tφ=x x لذا  

)10(  ( ) ( ), 0, , 0,f fA T A Tφ φ∗ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤≡ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦x x 

  كه در آن 

     

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ) با را دايروي محدود جسم سه ةمسئل است،  ⎦ ), 0f fA Aφ∗ =x x 
) و ) 0,fA T Aφ∗ ≡x x زمان در كه كنيد فرض  .كند مي حل 
0t  علاوه به. شود شروع xzة صفحدر  0x نقطه از φ مسير =

. باشد عمود xz صفحه بر سرعت بردار لحظه اين در كه كنيد فرض
. ندارد z و x راستاي در اي لفهؤم سرعت بردار اينكه يعني

t زمان در كه كنيد فرض همچنين τ= مسير φ ةصفح به xz 
 باز صفر زمان مخالف جهت در ولي صفحه بر عمود سرعت بردار با

2T با است تناوبي−T مداربنابراين . گردد τ=.   
به . كنيم مدار تناوبي استفاده مي ما از اين شرايط براي محاسبة

كنيم كه در  انتخاب مي xz ةاي در صفح اين شكل كه شرط اوليه
كنيم تا با  گيري مي سپس از آن انتگرال. شرط تقارن صدق كند

اين مدار به عنوان حدس اوليه . جهت مخالف به صفحه برگرديم
الگوريتم نيوتن در روش تصحيح ديفرانسيلي مورد استفاده قرار 

  .گيرد مي
 مدار اگر كه دكن مي بيان محدود جسم سه ةمسئل تقارن

بنابراين . است تناوبي مدار آن كند، برآورده را تقارن طيشرا
 با سپس و كرد تعيين مه آن مدار نيم با را تناوبي مدار توان مي

 نظر به منطقي .كرد كامل را مدار تقارن خواص از استفاده
 حالت انتقال ماتريس به كامل مدار منودرمي ماتريس كه رسد مي
 به را τ و fx و 0xيعني اگر  .باشد داشته بستگي مدار نيم
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