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Optimal Control of Low Propulsion Orbital 
Transfer Time
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Within operational life of satellites according to their mission, need to change their 
operational orbits. This change can includes change in semi-major axis, inclination or 
plane of orbit (RAAN angle). For this propose, we can use Electrical Propulsion (EP). 
With respect to light weight of EP in cases which there is weight constraint, we use EP for 
transfer satellite to desired orbit.

In this paper, we consider minimum-time transfer problem for these transfers. Initial 
and final orbits are circular and we assume thrust is continuous. Assuming constant 
acceleration, elements of orbit uniformly change and these changes analyze with 
Edelbaum Analysis 
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اين . به تغيير مدار كاري ماهواره نياز است -بسته به مأموريت تعريف شده -ها اهوارهعمر مفيد م طولدر 
براي انجام اين هدف، بايد از . مدار ماهواره باشدRAAN  تواند شامل تغيير ارتفاع، شيب يا تغيير زاويةتغيير مي
دي كه محدوديت وزني براي الكتريكي در موارهاي  پيشرانهبا توجه به وزن كم . استفاده كرد هايي پيشرانه

ضربة ويژة بالا و مصرف  ها پيشرانهدر اين . شوداستفاده مي ها پيشرانهانتقال ماهواره به مدار وجود دارد از اين 
كافي باشد تغيير شيب مدار در  ها پيشرانهكه قدرت  زماني. سوخت پايين و مدت زمان اين نوع انتقال زياد است

همزمان با تغيير ارتفاع انجام طور  كم، تغيير صفحة مدار به پيشرانشر مانورهاي شود ولي دها انجام مي گره
در اين . گيري استفاده كرد هاي ميانگين توان از روشسازي مدت زمان اين مانورها مي براي بهينه. شود مي

عي كه از منظور كنترل بهينة مدت زمان انجام انتقال، در مواق مقاله، سعي شده است تا از اين روش به
كم با  پيشرانشدر مانور . شود، استفاده كنيم كار برده مي هاي الكتريكي براي انجام اين هدف به پيشرانه

مدار بايد به طور همزمان با تغيير ارتفاع صورت پذيرد  Ωمداوم، مانور تغيير شيب مدار و تغيير زاوية  پيشرانش
ين مانور تركيبي و يافتن متغيري براي كنترل اين مانور اي براي كنترل ا كه اين مستلزم استفاده از برنامه

راندمان ( پيشرانهبا تعيين مشخصات  .است پيشرانشخارج از صفحة  متغير كنترلي در اينجا زاويه. است
خروجي را تعيين و با  پيشرانش) ، توان الكتريكي ورودي و ضربة مخصوص پيشران مورد استفادهپيشرانه

مدار اوليه و نهايي دايروي درنظر گرفته و فرض . دهيم انور را در حداقل زمان انجام مياستفاده از اين روش، م
  . ي در طول انتقال ثابت استپيشرانشكه شتاب  شكل پيوسته كار كند درصورتي شود موتور به مي

   ين، هاميلتونپيشرانهگيري، زاوية  كم، كنترل مدت زمان، روش ميانگين پيشرانهانتقال : واژگان كليدي

  12مقدمه

كم در مراجع  پيشرانشگيري براي كنترل انتقال مداري  روش ميانگين
سازي مدت  اين روش براي كمينه. آورده شده است] 3[و ] 2[، ] 1[

متغير كنترلي در اين روش زاوية . زمان انتقال روش مناسبي است
كنترل بهينة مدت زمان مانور مداري بين دو مدار . است پيشرانش
اي  با چرخاندن صفحة مدار حول خط گره ] 1[شيبدار در مرجع دايروي 

خارج از  پيشرانشنسبي بين مدار اوليه و نهايي با استفاده از زاوية 
____________________________________ 

 )نويسندة مخاطب( استاديار. 1
  كارشناسي ارشد  .2

اولين . شود اي در هر دور ثابت بوده حاصل مي صفحه كه به شكل تكه
پايين، با فرض تعداد دور  پيشرانشسازي مانور  بار، نتايج مطالعة خطي

بعد . بيان كرد] 4[در مرجع  3مركز داراي جاذبه را ادلبام زياد حول يك
اين روش را براي مدارهاي بيضوي در تحقيقات خود  4از آن ماركِ

اين نتايج كامل شد و به  5و با همكاري ماركِ و وينه] 5[ادامه داد 
دست آوردن  سپس براي به]. 6[صورت تحقيقي علمي ارائه شد 

طور يكنواخت براي هر  مترهاي انتقال را بههايي كه تغييرات پارا عبارت

____________________________________ 
3. Edelbaum 
4. Marec 
5. Vinh 
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  علوم و فناوري فضاييپژوهشي  - علمي ةفصلنام/24
 1390بهار و تابستان  / 2و  1 ةشمار/ 4 جلد

آمده ] 7[هايي آورده شد كه در مرجع  نوع انتقالي نشان دهد فرمول
تر، با  يز براي حل مسائل مشكلن] 9[و ] 8[در مراجع . است
بودن زمين و  هاي واقعي مانند عدم كروي نظرداشتن محدوديتدر

عددي اين كار انجام شده  با رويكرد آناليزي و  Jدرنظرگرفتن پارامتر 
  .است

به كنترل بهينة مانور مداري ] 11[و ] 10[همچنين در مراجع 
پايين براي دو حالت با محدوديت زماني و بدون  پيشرانش

  . محدوديت زماني پرداخته شده است

  كم پيشرانشمانور مداري 
اي پارامترهاي مدار با  منظور بررسي تغييرات لحظه در اين مقاله، به

از روش تحليلي ادلبام ذكر شده در مرجع  پيشرانشكردن زاوية  ترلكن
، پيشرانشمطابق اين روش در معادلات لاگرانژ . شود استفاده مي] 12[

را  پيشرانشاي درون صفحة مدار ندارد، بنابراين مؤلفة مماسي  زاويه
كردن مكان در مدار از موقعيت  همچنين براي مشخص. گيريم صفر مي

فرم گاوسي معادلات نجومي . استفاده شده است) α(توسط اي م زاويه
شكل زير  لاگرانژ براي مدارهاي نزديك به دايروي در اين روش به

  :شود خلاصه مي
a

V
)1                                                                 (  
)2(                                                            ı α

V
                 

)3                                 (                            Ω α
V

   
)4                                                    (α n α

V
      

)5                 (                                 f f cos β                 
)6(                                                         f f sin β      

مؤلفة  fدر جهت مماس،  پيشرانشمؤلفة  fدر معادلات فوق، 
  αو پيشرانشزاوية خارج از صفحة  βدر جهت نرمال،  پيشرانش

درون صفحة  پيشرانشكه  زماني. اي متوسط است موقعيت زاويه
اي نداشته باشد، مسير مارپيچ كاملاً دايروي است و هر  مداري زاويه

از مركز بنابراين خروج . توان يك دايره درنظرگرفت دور مداري را مي
 :توان نوشت صفر بوده و مي

)7                                    (α M ω ω θ θ  

موقعيت  θ آنومالي حقيقي و آنومالي متوسط،  M  در اين رابطه،
 توان مي αبه جاي ) 4(تا ) 1(در نتيجه در معادلات . اي است زاويه

θ قرار داد.  
ها در اين مقاله، بنا به  هاي مختلف ماهواره با توجه به مأموريت

فاع و تغيير شيب كاربرد، ابتدا به بررسي جداگانة انتقال تغيير ارت

 Ωو تغيير ارتفاع و زاوية  (V, i)مدار ماهواره در بخش انتقال 
پردازيم و در پايان با  مي (V, Ω)مدار ماهواره در بخش انتقال 

شكل بهينه حل و نتايج را  اي را به دست آمده مسئله روابط به
  .كنيم وسيلة نمودار رسم مي به

  (V, i)انتقال 
پيداست، تغييرات ارتفاع مدار تنها به زاوية ) 1(كه از رابطة  طور همان

بينيم كه تغييرات شيب  مي) 2(اما در رابطة . مرتبط است پيشرانش
اي نيز وابسته  نيست و به موقعيت زاويه پيشرانشتنها تابع زاوية 

توان براي تغييرات شيب در  گيري مي براساس روش ميانگين. است
را  پيشرانشاگر زاوية . گرفتهر دور مداري مقداري ميانگين درنظر

در هر دور تنها در دو نقطه تغيير داده و بين اين دو نقطه زاوية 
بين اين ) 2(گرفتن از رابطة  توان با انتگرال ثابت باشد مي پيشرانش

براي تغيير شيب، . دست آورد دو نقطه اين مقدار ميانگين را به
θ π θو  ⁄2 π انتخاب  پيشرانشرا براي تغيير زاوية  ⁄2

  :كنيم مي
  

)8(ı
π

di
dt dθ β

πV
cosθπ⁄

π⁄ dθ β
πV

π                                    
  

در هر  عنوان مقدار ميانگين تغييرات شيب مدار توان به را مي ıمقدار 
توان تنها  حال مي. است پيشرانشدور درنظرگرفت، كه تنها تابع زاوية 

متغيرهاي حالت . سازي كرد مانور را بهينه پيشرانشبا كنترل زاوية 
با . است βو متغير كنترلي زاوية   Vو سرعت ماهواره  iشيب مدار

Vتوجه به معادلات  f cos β  وı
π V

sin β يرات براي تغي
  :نويسيم  شكل زير مي اي سرعت و شيب، هاميلتونين را به لحظه

H 1 λ
π V

sin β λV f cos β                      )9(  

ــه   ــا ب ــا در دســت    هــدف م ــال ب ــان انتق ــداقل زم دســت آوردن ح
Vداشتن شرايط اوليه  , i  و شرايط نهاييV , i است.  

  :شود  صورت زير تعريف مي تابع معيار به
J  dt                                                          )10(    

  :صورت زير است  شرايط لازم براي بهينه شدن سيستم به 
H 0                λ 0                                   )11(  
H
V

0            λV π
· β

V
)12(                                       

H
β

0        tan β
π

· λ
VλV

                            )13 (  
قانون ) 13(معادلات كمك حالت است و معادلة ) 12(و ) 11(معادلات 

اينكه هميلتونين تابعي  و 6نوسنجي با توجه به شرط. است كنترل بهينه
____________________________________ 

6. Transversality 
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  .از زمان نيست، بنابراين در تمام مدت برابر صفر است
H t H 0                                                 )14(  

  :داريم) 12(در نتيجه از معادله 
λV

β                                                     )15   (
 λ π V sin β const.                             )16     (
     

در طول انتقال از رابطة بالا نتيجه  پيشرانشبودن  با توجه به ثابت
Vگيريم مي sin β   ثابت است يعني:  

V sin β  V sin β const.                               )17(   
  :شود اوليه تعيين مي در لحظة βبدين ترتيب مقدار 

tan β
πΔ

V
V

πΔ
                                          )18 (   

  Δi |i i |                                         )19            (    

λقانون كنترل بهينه با توجه به  را در هر  βشكل زير مقدار  به λVو  
  :كند  لحظه تعيين مي

tan β V β

V β .
                                  )20           (  

Vبودن  وسيلة معادلة بالا و با توجه به ثابت به sin β  مقدارV  در هر
  :شود لحظه تعيين مي

V V f t 2f. t. V cos β                      )21   (  
  

    :شود مشخص مي تغيير شيب در هر لحظه به وسيلة زاوية 

 Δi
π

tan . V β

V β
π β                      )22(  

  :آيد ت ميدس شكل زير به تغيير سرعت مورد نياز براي انتقال نيز به
ΔV V cos β V β

πΔ β
   

       V 2V V cos π ∆i V   )23(                      
         

ΔVبا توجه به اينكه  f. t شدن تغييرات  بنابراين با مشخص. است
  :آيد  دست مي سرعت، زمان نهايي انتقال به

T ∆V )24(                                                                 
  

، سرعت و زاوية پيشرانشتغييرات زاوية ) 22(و ) 21(، )20(دلات معا
سرعت مورد نياز ) 24(و ) 23(شيب مدار را در هر لحظه و معادلات 

  .ندكن براي انتقال و زمان نهايي انتقال را مشخص مي

  ( , V)انتقال 
V بههدف در اين بخش، انتقال از حالت اوليه  ,Ω  حالت نهايي

V ,Ω بينيم  مي) 3(در رابطة . بدون تغيير شيب مدار است
. اي وابسته است نيز مانند شيب به موقعيت زاويه Ωتغيييرات زاوية 

در هر  Ωزاوية در اين بخش نيز بايد مقداري ميانگين براي تغييرات 
 در اين انتقال پيشرانشنقاط مناسب براي تغيير زاوية . دور پيدا كرد

θ θو  0 π گيري حدود انتگرال را اين  پس در انتگرال. است
را در هر دور بين اين نقاط ثابت درنظر  پيشرانشنقاط گرفته و زاوية 

  . گيريم مي
Ω

π
dΩ

dt dθπ
π

 β θ
V  

π dθ  θ
πV  

)25( 
                                                                               

در هر دور  Ωعنوان ميانگين تغييرات زاوية  توان به را مي Ωمقدار 
Vبا توجه به روابط . مداري درنظرگرفت f cos β  و

Ω β
πV

هاميلتونين  Ωاي سرعت و زاوية  براي تغييرات لحظه 
  :نويسيم شكل زير مي را به

H 1 λV f cos β λΩ
β

πV
)26(                               

:صورت زير است شدن سيستم به شرايط لازم براي بهينه     
H
V

0          λV
β

πV
λΩ                                 )27(   

H
Ω

0                    λΩ 0                  )28   (               
H
β

0        tan β
πV

· λΩ
λV

            )29          ( 
    

) 29(معادلة  ، معادلات كمك حالت و)28(و ) 27(معادلات 
همانند بخش قبل با توجه به شرط . قانون كنترل بهينه است

توان  و اينكه هميلتونين، تابعي از زمان نيست، پس مينوسنجي 
  :بنابراين. هاميلتونين در كل انتقال برابر صفر است  گفت

)30                                                           ( V
β     

)31                                            ( λΩ
V β     

  :دهيم طور مشابه با بخش قبل ادامه ميب

)32 (V f cos β f 1 sin β

V V β
V

V V β

V
      

∆V V 2VV cos π sin i ∆Ω V     



 بخش درضا فياض

د استفاده و 

m η.

I

جي و ضربة 
ي ا پيشرانهز 

ة مخصوص 
وجي از اين 

و با توجه به 
آيد، با  ت مي
6.38ΔV= 
وسيلة  قال به

  
عي از زمان 

°79.82βf= 
 Aن انتقال 

ن ارتفاع و 
هاي   شكل

 
  Aقال 

  
 Aقال 

اصغر ابراهيمي و حميد

ص پيشران مورد
13:[  

                    
دبي جريان خروج

در اين مانور ا. آيدي
و پيشراني با ضربة

خر پيشرانشروي 
  . است 

دار اوليه و نهايي و
23.5β0=  دست به
km/s 8مقدار ) 24

 نياز براي اين انتق
.شود وز تعيين مي

 β شكل تابعي  به
° اين مقدار برابر 

سازي مدت زمان ل
ده است، همچنين
ابعي از زمان در

نسبت زمان براي انتق

انتقبت به زمان براي 

، ضربة مخصوصه
3[رابطة زير است 

                        
ضرب د  از حاصل
دست مي ستفاده به

وات و 800ريكي 
در نتيجه نير. ست
10يا  km/s
و مشخصات مد ش

5°اوليه برابر  ش
3Δi=  4(در رابطة

 مدت زمان مورد
رو 7.384ه معادل 

مقدار) 21(بطة 
يان زمان انتقال

ي حداقلبرا نش
آورده شد) 1(ل 

صورت تا نتقال به
  .ت

ن بهينه پيشرانشويه 

ر ماهواره نسبيب مدا

پشرانهراندمان ( 
براساس ر) رودي

                       
ا پيشرانه خروجي

ص پيشران مورد اس
، توان الكتر5/0ن

يه استفاده شده اس
نيوتن ي 01/0برابر

پيشرانشده از اين 
پيشرانش، زاويه )15

35° ن اين مقدار و
لحداق. شود  مي

ثانيه 638000، )25
در راب β دادن
آيد كه در پاي مي

پيشراناوية بهينة 
به زمان در شكل
مدار، براي اين انت

آورده شده است) 3

تغييرات زاو -1شكل

تغييرات شي -2شكل

 

ta

λV

Δ    

t

ن

Δ

و 
دو
ده
 7ن
 با
م
ن
به
ن
ب
ج
تر
در
ت
ن
ت

7.
8.

پيشرانه
توان ور

)38    (  

پنيروي 
مخصوص
با راندمان

ثاني 831
بپيشرانه
با استفاد
5(رابطه 

قراردادن
محاسبه
5(رابطة 
با قرار

دست به
ز. است

نسبت ب
شيب م

3(و ) 2(
  

ش

ش

V V

) 29(ه از رابطه 

an β V
V β

 :بازنويسي كرد

V
V β

V

ΔΩ
π

ta

tan β V
V

اهده كرد بين مش
  :جود دارد

Δi sin iΔΩ  

  سئله

(V, i)هاي  قال

مشخصات اين د
آورده شد) 2(ول

ارتفاع پايين مدار
6878a0= (و
نيم(كيلومتر  360

در اين. تقل كنيم
كند و با توجه ب
، براي انجام اين
 و بايد تغيير شيب
باتوجه به نتايج
ه و كم هزينه ت

د.  بايد پرداخت
 هدف، مشخصات

و زمان خروجي ش
جي با مشخصات
_________
. Low Earth Orb
. Geo Orbit (GE

  ري فضايي
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f t 2f. t. V

انون كنترل بهينه

β

.
             

ن به شكل زير با
.     , λV

co

an . V
V β

  :كنيم ن مي
π ΔΩ

π ΔΩ
   

توان مي،  Δiي
مدار رابطة زير وج
                  

حل عددي مس

ر نمونه براي انتق
م. كنيم يريف م

ست آمده در جدو
اي را از م  ماهواره

 km طر اصلي
00با ارتفاع  8گ

منت =0if° شيب
كن واره تغيير مي

مداوم پيشرانش 
ر گره ها نيست
.ع صورت پذيرد

انجام بهينه براي
در انتقال رانش

يكي براي اين
پيشرانش نيروي

بي جريان خروج
__________

bit (LEO) 
EO) 

علوم و فناورپژوهشي  - ي
بهار و تابستان  / 2و  1 ة

V cos β          

هينه با توجه به قا
:آيد ست مي

                    
توا حالت را نيز مي

os β
f            

β

β
π β

بطة زير جايگزين

                    

دست آمده براي  به
م Ωو تغيير زاوية 

                  

سازي و ح يه

طو و مأموريت به
تعر Bو  Aاي 

دس و نتايج به) 1( 
A ،درنظر داريم

نيم قط(كيلومتر 
زمين آهنگ  مدار

42378a0= (و
ارتفاع مدار ماهو

قدرت كم با نه
ير شيب مدار در

ير ارتفاعن با تغي
ب (V, i) بخش 

پيشرنترل زاوية 
الكتري پيشرانهاز 

ري مستقيم در
رابطة دب. داشت

__________

علمي ةفصلنام/26
ةشمار/ 4 جلد

                     

به پيشرانشزاوية
دس شكل زير به به

            )33(
معادلات كمك ح

)34             (

)35           (  

را از را  β مقدار

)36 (             

با مقايسة رابطة
تغيير شيب مدار و
          )37   (

شبي

در اين قسمت دو
(V, Ω) ها با نام

نتقال در جدول
Aدر انتقال . ست

ك 500با ارتفاع
به =35i0°شيب

km 8قطر اصلي
نتقال شيب و ا

پيشرانستفاده از
نتقال امكان تغيي
به طور همزمان

دست آمده در به
ين مانور به كن
صورت استفاده 

تأثير پيشرانهين
نتقال خواهند د

__________
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 Bي انتقال 

ــداري   صــفحة م
ــيلة  ــرانةس  پيش

. ســازي شــد نــه
 كنترلـي انجـام     
هـا بـه حـداقل        

ــال  و  (V, i)ق
ع و شـيب مـدار       
 طــور همزمــان 
ي هـر مـورد در        

ــوا  ــر  عن ن متغي

 

Ω 
(deg)  
  آزاد
  آزاد
15  
0  

B  

  زمان انتقال
(day) 

384/7  
396/5  

علوم و فناپژوهشي  - لمي
بهار و تابستان /2و  1 ةمار

 نسبت به زمان براي

  يري

ــر ص ــاع و تغيي رتف
ــه  رانش ــم ب وس ك
گيــري بهين نگين

عنـوان متغيـر  ـه 
نجـام ايـن مانور

ــوان    ــت عن انتقح
تقـال اول ارتفـاع

RAA مــدار بــه
هينـه شـده بـراي

ــرانش   ــه پيش ب
  .مده پيداست

 Bو  Aهاي   انتقال

i 
(deg)  

35  
0  
10  
10  

و  Aهاي  زي انتقال

(km/s) 
ز

38/6  
66/4  

علم ةفصلنام
شم/  4 جلد

مدار Ωيرات زاوية

گي نتيجه

ــر ارورهــاي  تغيي
ــانور ــرك م پيش

فاده از روش ميــا
بـ پيشـرانش ويـة  

مـدت زمـان انله    
ــش تح  در دو بخ
م شـد كـه در انت

ANتفــاع و زاويــة 

 زمـان انتقـال به
ــة ــر زاوي وة تغيي
يي كه به دنبال آم

مشخصات -1ول 

  a 
(km) 

 6878  
  42378  
 6878  
  42378  

 

ساز نتايج بهينه -2ل 

(  (deg)  
  82/79  
  21/7  

تغيي - 5شكل 

ــه، مانو  ايــن مقال
ــك ــي ي اهواره، ط
تربكــي بــا اســتف
ن كار با كنترل زاو
 تـا بـدين وسـيل

ــد ــارا. س ــن ك ي
انجام (V, Ω)قال

در انتقــال دوم ارتف
مدت. كنندير مي
ــو) 2(ـدول و نح

ترلي در نمودارهاي

جد

مدار  مورد

A 
 اوليه
نهايي

B  
 اوليه
نهايي

جدول

  مورد
deg)

A  5/23

B 77/2

 
A  

 500ع
مداري

 اصلي    
در اين
 شيب
 نيز از
جه به
 مانور

ليــه و
ــر  براب

V  در
دســت
. سـت

ــه  ثاني
تهــاي
 مـدار
ـان در

 
B  

در
ــا م
الكت
اين
شد
برس
انتق
و د
تغيي
ــ ج
كنت

  

Aانتقال  زمان براي

LEO با ارتفاع
صفحة م و با
نيم قطر(كيلومتر

 Ω د. منتقل كنيم
كند و  تغيير مي

در اين انتقال
با تو. كنيمده مي

 انجام بهينة اين

خصــات مــدار اول
اوليــه يشــرانش

و  fيـن مقـدار،
د عي از زمــان بــه

آمـده ا) 4(شـكل
)25( ،466300

در انت β  نهــايي
صـفحة Ωاويـة

ــ ــابعي از زم كل ت

Bه زمان براي انتقال

 كمشرانه

دار ماهواره نسبت به

واره را از مداري
k 6878a0 =(

كي  36000رتفاع
= 0Ωf° مداري

فاع مدار ماهواره
10i = است.

استفاد Aبه مورد
(V, Ω) منظور به
     .پردازيم

نيــوتن و مشخ 0/
ــة ) 38(ــة پيزاوي

بـا قـراردادن اي. د 
ه بــه شــكل تــابع
ك منحنـي در ش

وســيلة رابطــة ــه 
مقــدار.  شــود ــي
چنـين زاهم. ـت
ــال ــه شــك Bق ب

 

بهينه نسبت به رانش

پيشت زمان انتقال مداري 

تغييرات ارتفاع مد -3

خواهيم ماهو مي 
km قطر اصلي م

با ار GEO مدار 
a0 = (و صفحة

 RAAN و ارتف
°و نهايي برابر 

 مشخصات مشاب
(شده در بخش  ه

پمي پيشرانشية 
01 پيشــرانش از 

ــه رابطــ  توجــه ب
آيـد دسـت مـي   ه

بهينــه β زاويــة 
ن بـه شـكل يـك
ــ ــال ب ن ايــن انتق

روز تعيــين مــ 5/
درجـه اسـ 21/7  

ــراي انتق ــان ب زم
  .رده شده است

پيشرتغييرات زاوية  - 

  
  
 

كنترل بهينه مدت

3شكل 

Bدر انتقال 

نيم(كيلومتر 
°15Ω0= به

km 42378
انتقال، زاوية
مدار اوليه و

ي باا پيشرانه
لال ارائهاستد

به كنترل زاو
بــا اســتفاده
ــا نهــايي و ب

°77/2β0= به
،)33(رابطــة 

آيد كه اين مي
ــان مــدت زم

396معــادل 
زمان انتقـال
ــه ز نســبت ب

آو) 5(نمودار 

-4شكل 
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