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Relative motion of satellites in a formation can be studied in several forms of 
dynamics models. In this paper, some of the most applicable models each implying 
particular assumptions, constraints and specifications are described in Cartesian and 
orbital element spaces. Despite the significant applications of models based on linear 
equations of motion in modeling orbital rendezvous and ducking maneuvers, it is shown 
that the modeling errors of these simplified models limits their application in long term 
missions such as formation flying. Nonlinear equations of relative motion are derived in 
addition to 6 other dynamical models to simulate a low earth two satellite formation with 
projected circular relative orbit. Models are evaluated under the effects of non-spherical 
earth perturbation, relative distance between the satellites, and the eccentricity of the 
chief orbit. Analyzing the results of simulations emphasizes the importance of accuracy of 
the system. 
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اين . استهاي ديناميكي مختلفي قابل بررسي مند توسط مدل ها در پرواز آرايشماهوارهحركت نسبي 
هاي هاي مداري توصيف شده و هر يك داراي فرضيات، قيود و ويژگيها در دو فضاي كارتزين و المانمدل

سازي  لمعادلات خطي حركت نسبي كه كاربرد فراواني در مد ةبر پاي يهايمدل ،از جمله. هستندمختلف 
  هاي مداري و مانورهاي اتصال فضاپيماها داشته است، اما خطاي موجود در اين معادلاتملاقات

 دارد، مند فضاپيما كه حركت نسبي بلندمدت  هاي پرواز آرايشآن در مأموريت ةهايي براي استفاد محدوديت
هاي  مدل ديگر از مدل 6بي، علاوه بر استخراج معادلات غيرخطي حركت نس ،در اين مقاله. ندك ايجاد مي

سازي يك مأموريت پرواز در ادامه با شبيه. ندشو ارائه ميهاي پروازي  سازي آرايش قابل استفاده براي مدل
ها از مند ارتفاع پايين شامل دو ماهواره با تصوير دايروي مدار نسبي بر روي زمين، اعتبارسنجي مدل آرايش

بودن مدار مرجع  ها در آرايش، و ميزان بيضويوارهماه ةميزان فاصل بودن زمين، كرويسه منظر اغتشاش غير
سازي ديناميكي سيستم را  ل  مدل مذكور، اهميت دقت مد 7سازي براي تحليل نتايج شبيه. شود بررسي مي
  .ندك بازگو مي

  اغتشاشات ،مدار نسبي، مدل خطي و غيرخطي، حركت نسبي ،مند فضاپيما پرواز آرايش: هاي كليدي واژه

  12مقدمه
اي از فضاپيماهاي كوچك كه ي بزرگ توسط دستهيجايگزيني فضاپيما

شده در  كنند از مسائل نوين مطرحاليت ميدر قالب يك گروه فع
پذيري در انجام  فهمچون انعطامزايايي . استهاي فضايي مأموريت

رفتن قابليت اطمينان سيستم، و همچنين كاربردهاي مأموريت و بالا
سنجي راداري و مچون تداخلفراوان در سنجش از دور ه

را به چشمگيري هاي تركيبي و ميداني، اخيراً تحقيقات  گيري اندازه

_________________________________ 
 )نويسنده مخاطب(استاديار . 1

 كارشناس ارشد. 2

هاي  ستماي از سي همجموععنوان زير ها بهمند ماهواره سمت پرواز آرايش
هاي  در طراحي چنين آرايش .]5- 1[ سوق داده است 3شده فضايي توزيع

بنا بر (پروازي كه نيازمند نگهداري يك موقعيت نسبي مطلوب 
- همتوانند غيرهايي است كه ميهوارهبين ما) هاي مأموريتنيازمندي

ها سازي رفتار ديناميكي ماهواره صفحه باشند، اولين قدم شناخت و مدل
دو نگرش عمده در اين زمينه عبارتند از . استبه يكديگر نسبت 

شدن از معادلات  دليل تشكيل هسازي در فضاي كارتزين كه ب مدل
تواند كاربردهاي چشمگيري نيز در مراحل بعدي مانند  ديفرانسيل مي

هاي مداري است طراحي كنترلر داشته باشد، و ديگري استفاده از المان

_________________________________ 
3. Distributed Space Systems 
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 ،سازي دقت پايين در مدل. استآرايش  ةندسكه مزيت آن بيان صريح ه
سازي و در  براي انجام اصلاحات مداري در جهت جبران خطاهاي مدل

نياز به  موجب نتيجه افزايش هزينه و كاهش طول عمر مأموريت
ها و مزايا لذا شناخت بهتر انواع مدل. ]6[ دشو ميمصرف سوخت بيشتر 

بخش دوم اين مقاله، به در . است مهمهاي آنها موضوعي و محدوديت
مدل مختلف پرداخته  7سازي  استخراج معادلات حركت نسبي و مدل

اين بخش، قيود و شرايط ديناميكي حاكم بر مسئله  ةدر ادام. شده است
 ها مقايسة مدلسازي، در بخش سومبا انجام شبيه. بيان شده است

بودن  رويك نسبي، خروج از مركز و اغتشاش غير حسب تأثيرات فاصلةبر
در نهايت ميزان اعتبار  .زمين صورت گرفته و نتايج ارائه شده است

ها كه ابزاري براي انتخاب مدل بر حسب دقت مورد نياز مأموريت مدل
  .دشو مشخص مي است

  مند سازي ديناميكي پرواز آرايش مدل
شود و  بررسي ميديناميك حركت نسبي دو ماهواره  در اين بخش

كارتزين و المان مداري به همراه روش ها در فضاي نواع مدلا
  .دشو استخراج و فرضيات اعمال شده بر آنها ارائه مي

 مدل اينرسي غيرخطي اغتشاشي

ها با ، مدار هر يك از ماهواره4اينرسي غيرخطي اغتشاشي در مدل
 ،حل اين معادلهبا . آيددست مي هب Cowellانتشار  ةحل عددي معادل

ها در دستگاه ت و سرعت ماهوارهديفرانسيل غيرخطي مسير حرك
نشان ) 1(ة از مزاياي اين رابطه كه در معادل. دآيدست مي هاينرسي ب

توان به اعمال اثر اغتشاشي غيركروي بودن زمين داده شده است مي
 :براي هر ماهواره داريم را مطابق اين رابطه . اشاره كرد) 2Jاثر (
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 
  

]زمين، ثابت جاذبة كه در آن  , , ]Tr X Y Z  بردار موقعيت
  .استشعاع استوايي زمين  eRاينرسي ماهواره  و 

كاررفته در اين متن، دستگاه اينرسي زمـين   هدستگاه مختصات اينرسي ب
اسـتوا،  ة صـفح  ،اصـلي آن  ةصفح )1(مطابق شكل . است (ECI)مركز 
اصـلي و بـه    ةعمود بر صفح zدر جهت اعتدال بهاري، محور xمحور

  .استقانون دست راست  ةكنند كاملyسمت شمال، و محور
_________________________________ 

4. Inertial Perturbed Nonlinear Model (IPNM) 

  
  دستگاه اينرسي زمين مركز - 1شكل 

crنظرگرفتن يك ماهواره مرجع با بردار موقعيت اينرسي با در
  و

drدوم با بردار موقعيت اينرسي ةماهوار
 بردار موقعيت نسبي دو ،

  :شودصورت زير بيان مي هماهواره در دستگاه اينرسي ب
)2         (                                                   I d cr r  

    
بردار موقعيت نسبي اين دو ماهواره در هر دستگاه ديگري با 

ها، مند ماهواره در پرواز آرايش. دست خواهد آمد بهتبديل مناسب 
 5ها در دستگاه چرخان هيلاغلب مطلوب است كه حركت ماهواره

بعاد فيزيكي مدار نسبي در اين دستگاه كاملاً قابل ا. بررسي شود
هاي صورت گرفته براي گيريلمس بوده و همچنين اكثر اندازه

  .گيرندكنترل موقعيت و سرعت نسبي در آن صورت مي
 xمرجع، محور ةمبدأ دستگاه هيل واقع بر ماهوار) 2(مطابق شكل 

 ةعمود بر صفح(اي در جهت مومنتوم زاويه zآن در جهت شعاعي، محور
  .قانون دست راست است ةكنند آن كامل y، و محور)مرجع ةمداري ماهوار

 
 ]6[مدار نسبي و بردارهاي يكه دستگاه هيل  - 2شكل 

)كه  , , )Tx y z 
  بردار موقعيت نسبي در دستگاه هيل و به بيان

اول بوده و همچنين  ة دوم از ديد ماهوارةديگر بردار موقعيت ماهوار
ˆ

rO ،Ô  وˆ
kO ندهستاين دستگاه  ةبردارهاي يك.  
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) 3( ةخان هيل در رابطتبديل از دستگاه اينرسي به دستگاه چر
  .داده شده استنشان 
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توابع كسينوس و سينوس  ةدهند به ترتيب نشان sو  cكه در آن 
 ةزاوي iآرگومان حضيض،  گره صعودي، ةزاوي همچنين،  .هستند
ترتيب  بدين. است fجمع آرگومان حضيض و انومالي حقيقي ميل و 

  .آيددست مي هها در دستگاه هيل ببردار موقعيت نسبي ماهواره
عنوان مدل  بهدر اين مقاله، اين مدل غيرخطي اغتشاشي 

  .شودنظرگرفته ميمرجع در

 مدل نسبي غيرخطي كپلري

ها را مستقيماً در حركت نسبي ماهواره 6نسبي غيرخطي كپلرمدل 
فرض صورت گرفته در اين مدل، . كنددستگاه نسبي هيل بيان مي

  .استحركت كپلري بدون اغتشاش 
  :ر موقعيت نسبي عبارت است از بردا) 2(مطابق شكل 

)4(                                                           d cr r  
    

اه اينرسي براي دو از معادلات حركت مداري كپلري در دستگ
  :ماهواره داريم

)5                         (                                 3c c
c

r r
r
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)6(                                                            3d d
d
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  :خواهيم داشت) 6(تا ) 4(از روابط 
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  :از  از طرفي شتاب مطلق بردار موقعيت نسبي عبارت است

)8    (        
2

2
2 ( )

d d d

dt dtdt

              
         

بردار سرعت  كه در آن مشتقات نسبت به دستگاه نسبي بوده و 
  :استاي دستگاه نسبي هيل نسبت به دستگاه اينرسي زاويه

)9(                                                        (0,0, )T 
   
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6. Unperturbed Nonlinear Model (UNM) 

fكه قبلاً گفته شد چنانآن    برابر مجموع انومالي
همچنين بيان بردار . استحقيقي و آرگومان حضيض ماهواره مرجع 
  :شكل زير است هموقعيت ماهواره مرجع در دستگاه هيل ب

)10(                                                       ( ,0,0)T
c cr r  

معادلات غيرخطي  ةدست) 8(ة در معادل )10(و  )9(، )7( با جاگذاري روابط
  :اند اي بيان شدهآيد كه به فرم مؤلفهدست مي هحركت نسبي ب
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 يبرا يال معادلات فوق لازم است رابطهيمنظور تكم هب
)حركت داخل صفحه يهاكه با مؤلفه يقيحق يانومال محاسبة , )x y 

مختلف قابل دستيابي هاي اين رابطه از روش. شود كوپل است ارائه
اي در بوده كه يكي از آنها استفاده از قانون بقاي مومنتوم زاويه

  :استحركت كپلري 

)14     (                                                      2 c
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r

r

  
  

 ةديگري براي محاسب ةفوق خود لزوم استفاده از رابط ةرابط
دارد كه بسادگي از مرجع و نرخ آن را بيان مي ةشعاع مداري ماهوار

  :آيددست مي هروابط مكانيك مداري ب

)15       (                                              2
2c c
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r

  

دسته معادلات ديفرانسيل غيرخطي  )15(تا  )11( معادلات
 ةدوم نسبت به ماهوار حركت نسبي ماهوارةة كنند ة دوم و بيانمرتب

  .هستندمرجع در دستگاه هيل 

 7مدل خطي بيضوي

نسبي دو ماهواره در  ةبودن فاصل كوچك ةكنند دهبا اعمال فرض سا
توان طرف راست مرجع، مي ةمقايسه با شعاع مدار اينرسي ماهوار

دأ اول حول مب ةرا با بسط تيلور مرتب) 13( تا )11( معادلات غيرخطي
  :دست آورد هسازي شده به فرم زير بتقريب زد و مدلي خطي
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7  . Linear Elliptic Model (LEM)  



 
   

 
   

محمد نوابي و محمد براتي   فضاييعلوم و فناوري پژوهشي  - علمي ةفصلنام/54
 1391بهار  / 1 ةشمار/ 5 جلد

)17                             (2
3

2 ( ) 0
c

y x x y
r

         
  

)18                                                         (
3

0
c

z z
r

 
  

 ي دايرويمدل خط

سازي، با فرض دايروي بودن مدار ماهواره مرجع، علاوه بر خطي
قابل  Clohessy-Wiltshireمعروف به مدل  8مدل خطي دايروي

مرجع و نرخ انومالي  ةبدين ترتيب شعاع مداري ماهوار. حصول است
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  .بيان شده است) 22(

)22                        (
 

( ) cos( )

3
( ) 2 sin( )

2
( ) cos( )

x t A nt B

y t A nt ntB C

z t D nt







  

    

 

  

,ثابت  6كه  , , , ,A B C D   آينددست مي هاز روي شرايط اوليه ب.  

  10يمدار المان يمدل خط
هاي كارتزين حركت نسبي براساس اختلاف موقعيت و در مدل

  :شدتعيين مي Xسرعت اوليه يا به عبارتي بردار 
)23                               (     0 0 0 0 0 0( , , , , , )TX x y z x y z


    

هاي مداري يك مجموعه المان براي بيان حركت بر حسب المان
  :گيريمصورت زير درنظر مي همداري ب

)24                                       (   0( , , , , , )Te a e i M   
 ميل،  زاوية iخروج از مركز،  eقطر اصلي، نيم aكه در آن 

انومالي متوسط  0Mآرگومان حضيض، و  گره صعودي، ةزاوي
صورت  هتوان بهاي دو ماهواره را مياختلاف بين المان. ندهستاوليه 

  :زير بيان كرد

_________________________________ 
8. Linear Circular Model (LCM) 
9. mean motion 
10. Linear Orbit Element Model (LOEM) 

)25               (0( , , , , , )T
d ce e e a e i M             

هاي توان بر حسب المانميآوردن حركت نسبي  دست هبراي ب
مرجع يك نگاشت خطي بين فضاي كارتزين و اختلافات  ماهوارة
  :]8[دست آورد  هبهاي مداري المان

)26          (                                           [ ( )]cX A e e
    

 توان حركت نسبي را بر حسببا استفاده از اين نگاشت مي
مرجع و اختلافات المان مداري بين دو  ةهاي مداري ماهوار المان

  :دكرماهواره بيان 

)27                     (                                         x r  

)28     (                                     ( cos )y r i     

)29   (                            (sin cos sin )z r i i      

r,هايترم r هاي مداري قابل بيان بر حسب ديگر المان
)نهايت حركت نسبي هستند و در , , )x y z  تابعي از دو متغير

( , )f f  هاي مداري و اختلافات ديگر المان(خواهد بود
 اما براي). هستندهاي مداري در حركت كپلري ثابت  المان
ةتوان اختلاف بين انومالي حقيقي دو ماهوارشدن مدل ميتر ساده

fحسب اختلاف انومالي متوسط آنها را برM  د كه كربيان
كپلر و گرفتن  ةاين رابطه با كمك معادل. پارامتري ثابت است

 :آيد دست مي هاول ب ةمرتب 11تغييرات

)30       (
2

3 2

(1 cos ) sin
(2 cos )

e f f
f M e f e  

 
    

21كه در آن  e   است.  
 )33(تا  )31( به معادلات) 29( تا )27( بدين ترتيب معادلات

گردد كه تنها تابعي از متغير انومالي حقيقي ماهواره تبديل مي
  :مرجع است
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( ) cos

r ae f
x f a M a f e

a
  


     
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r
y f e f M r w

r f
e f e r i

 


 


  

   

)33          (               ( ) (sin cos sin )z f r i i    

  
_________________________________ 

11. variation 
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   12با خروج از مركز كوچك يالمان مدار يمدل خط
مرجع در مدل  ةبا فرض خروج از مركز كوچك براي مدار ماهوار

 eدوم به بالاي ةهاي مرتبتوان از ترمارائه شده در قسمت قبل، مي
  :صورت زير تقريب زد همرجع را ب ةشعاع ماهوارنظر كرده و  صرف

)34                            (  
2(1 )

(1 cos )
1 cos

a e
r a e f

e f

  


  
اي بدين ترتيب مدل خطي المان مداري براي خروج از مركزه

  :شودكوچك به فرم زير نوشته مي

)35   (sin
( ) (1 cos ) cos

ae f
x f e f a M a f e  


     

)36       (( ) (1 cos ) (1 cos )

sin (2 cos ) (1 cos ) cos

a
y f e f M a e f

a f e f e a e f i

 


 

   

    
   

)37       (( ) (1 cos )(sin cos sin )z f a e f i i       

 13يالمان مدار يرويدا يمدل خط

نظر از خروج از مركز  رض مدار مرجع نزديك دايروي و صرفبا ف
  :شوندبه فرم زير ساده مي) 37( تا) 35( معادلاتآن، 

)38                                         (( ) cosx f a a f e     
  

)39          (( ) ( cos ) 2 siny f a M i a f e         
  

)40                         (( ) (sin cos sin )z f a i i    

  .است LCMاين مدل به نوعي معادل مدل كارتزين

  هاي المان مداريبه مدل 2Jاعمال اغتشاش
اش اي اين مزيت هستند كه اغتششده دارسه مدل المان مداري ذكر

)2بودن زمين غيركروي )J اين . راحتي قابل اعمال بر آنهاست به
,اغتشاش باعث ايجاد انحراف در سه المان مداري متوسط , M 

دست آمده و در نتيجه  هب )41(ة نرخ اين انحرافات از رابط. دشومي
را براي هر ماهواره در  توان اين سه المان متوسط تحت اغتشاشمي

  .دكرها جايگزين هر لحظه محاسبه و در مدل
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_________________________________ 
12. Linear with Small e Orbit Element Model (LSOEM) 
13. Linear Circular Orbit Element Model (LCOEM)  

كه در آن  21p a e  است.  

  بودن مدار نسبي د بستهقي
ند ك هاي پروازي ايجاب ميهاي مأموريتي در آرايشغالباً نيازمندي

عبارتي  مانده و به مجاورت يكديگر باقيها همواره در كه ماهواره
از ديدگاه فيزيكي واضح است كه . داراي يك مدار نسبي بسته باشند

 بايدها در حالت بدون اغتشاش براي ارضاي چنين شرطي، ماهواره
طر قداراي پريود مداري يكسان باشند يا به عبارتي اختلاف نيم

  :اصلي بين دو ماهواره صفر باشد
)42         (                                                       0a   

براي . استهاي المان مداري قيد فوق قابل اعمال به مدل
ي نيز تابع همين پارامتر از آنجاكه انرژي مدار ،هاي كارتزين مدل

ي بودن مدار نسبي را معادل با برابري انرژ توان شرط بسته است، مي
مداري دو ماهواره در  ةبرابري انرژي ويژ. مداري دو ماهواره دانست

  :بيان شده است) 43( ةرابط

)43(                                                21

2 2d
d c

v
r a

     

دست  هب) 4(ة دوم در دستگاه هيل به كمك رابط ةكه سرعت ماهوار
  :آيدمي

)44                            (   c
d c

drd
v r

dt dt

        
      

مشتقات  ةو محاسب )44(ة در رابط) 10(و ) 9( جايگذاري روابط
 )43(ة در دستگاه هيل و سپس جايگذاري نتيجه حاصله در رابط

  .دشو مي )45( ةمنجر به معادل

)45 (              
2 2 2

2 2 2

1
{( ) [ ( )] }
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2( )

c c c c

cc

x f y r y f x r z

ar x y z

 

     

  
  
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بودن مدار نسبي در حركت كپلري  قيد كامل بسته) 45( ةمعادل
ة اوليه استفاده كه از آن براي مدل غيرخطي كارتزين در لحظ است
ه قيد هاي ساده شدهاي خطي كارتزين بياناما براي مدل. كنيم مي

  : ]9[صورت يك شرط اوليه موجود است  هبودن مدار ب بسته

)46                                            (0

3
0

(2 )

(1 )(1 )

y n e

x e e

 
 

  

تري به شكل ساده )46(رابطة  CWدر مدل خطي دايروي 
  :ارائه شده است) 47(ة شود كه در رابطبدون خروج از مركز ظاهر مي

)47                                                     (  0 02 0y nx   
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علمي ةفصلنام/56 
ةشمار/ 5 جلد

شده ما قيود بيان
هاي المبراي مدل
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كيلومتر، در  25 
ي نسبت به مدل 
نزديك دايروي، 

مدل خطي  3ن 
ي دقت بالاتري 

نشان  است اش
  .دارد
ها را به ازاي ل

  (0)ي

60  100  

0.42 0.358  

0.86 1.659  

0.92  1.744  

0.52 1.173  

0.52 1.173  

0.54  1.205  

  سبي

دليل  رخطي به
نسبي با  ةفاصل

 20ه تا شعاع 
گرفتن اغتشاش
ين پارامتر است 
ش غالب بوده و 

  .يابدش مي

علوم و فناوپژوهشي  - ي
 1391بهار  /1رة 

ع تصوير دايروي
تريدقت پايين ،ي

 خروج از مركز ن
اين. اندهي داشته

حتي در مواقعي 
فاقد اين اغتشاه 

د رامتر را بيان مي
 رشد خطاي مدل

  

نسبي ةا افزايش فاصل

1  20  0

0.2  0.388  27

0.3  1.109  69

0.3  1.189  28

0.2  0.715  26

0.2  0.715  26

0.2  0.744  46

نس ة اثر افزايش فاصل

شود، مدل غير
مقابل افزايش ف
يت آن است كه

نظرگداري با در
رخطي كه فاقد اي

نسبي بر اغتشاش 
ل غيرخطي افزايش

علمي ةفصلنام
شمار/  5 جلد

شود كه براي شعاع
يين دو مدل خط

با انتخاب. انده
ري خطاي مشابه

2Jتن اغتشاش

خطي كارتزين كه
كردن اين پار حاظ

روند )5( شكل 
.دهندي نشان مي

ها بامدل ةيج مقايس

0.5  0
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 ...ها تحت اثرمند فضاپيما و بررسي ميزان دقت مدل سازي ديناميكي پرواز آرايشمدل
  علوم و فناوري فضاييپژوهشي  - علمي ةفصلنام
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هاي المان مداري معرفي هاي كارتزين با مدلمدل ةدر مقايس
نظرگرفتن ة دوم براي درد كه قابليت دستكرتوان بيان شده مي
ها كرده و در مدلبردن دقت اين زيادي به بالاكمك  2Jاغتشاش

  .بودن آنها را پوشانيده است مواردي ضعف خطي
در حد دهم درصد دقتي  ،مواردبسياري د كه در شوبايد توجه 

هاي منجر به خطاي چند ده متري شده و جوابگوي نيازمندي نيز
ها و اعتبار مدلبا داشتن درك مناسبي از ميزان . ستمأموريت ني

 2Jو اغتشاش خروج از مركز ،نسبي ةعواملي چون فاصل زيادتأثير 
توان انتخاب مدل ميهاي مأموريت و با توجه به نيازمنديبر آنها، 

هاي محاسباتي و اي بين هزينهديناميكي سيستم را با مصالحه
سازي، به اهاي مدلبراي اصلاح خط مورد نياز كنترليهاي  هزينه
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