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Abstract 

      In this research the free vibration analysis of simply supported grid stiffened 
doubly curved shells by using a refined higher order theory is presented. The 
advantage of the present theory in comparison with other higher order theories 
is investigation of the effects of trapezoidal shape factor in the stress resultants 
in order to obtain more accurate frequency results. The governing equations of 
motion and boundary conditions are obtained using Hamilton’s principle and 
solved by using the Galerkin method. In the case of grid stiffened shells, a 
distribution function is introduced for describing the physical discontinuity 
between the ribs and the bays. The results are validated by making comparison 
to those existed in the literature or those obtained using the present numerical 
simulation in ABAQUS/Standard solver. In most cases, validations illustrated 
excellent agreement between the results. Finally, the effects of geometrical 
properties, material property and layup on the frequency responses of the shell 
are discussed. 
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ه   مشبک ک مپ ز ت  د   ح یل ا تع ش ت آزاد پ ستهت

 ب  استف ده از  ک تئ    مرتبه ب لا  تعمیم    ته  انح    

 5شهرکی، مجید اسکندری  4، جعفر اسکندری جم3محسن حیدری بنی ،     *2ر، علی داو1رضا کهندانی

 های ساخت، دانشگاه صنعتی مالک اشتر، تهران، ایرانمجتمع دانشگاهی مواد و فناوری -4و  3، 2، 1

 دانشکدة مهندسی، دانشگاه فردوسی، مشهد، ایران  -5

 davar78@gmail.comایمیل نویسنده مخاطب: *

 چکیده 

با استفاده از یک تئوری مرتبه بالای   انحناییهای مشبک کامپوزیتی دو  در این مقاله به تحلیل ارتعاشات آزاد پوسته      
های مرتبه بالا،  گاهی ساده پرداخته شده است. مزیت تئوری حاضر نسبت به دیگر تئوریشده، تحت شرایط تکیهاصلاح

جایی و کرنش است که سبب افزایش دقت  ای مقطع پوسته در روابط میدان جابهاحتساب اثر عبارت ضریب شکل ذوزنقه
گردد. معادلات تعادل و شرایط مرزی حاکم بر مسئله به کمک اصل هامیلتون استخراج شده و به کمک روش نتایج می

کننده و مواد پرکننده  های تقویتهای مشبک، توزیع ناپیوسته سفتی و جرم پوسته در ریبشود. در پوستهگالرکین حل می
ریب بین  سایر  فضای  تحقیقات  نتایج  با  پژوهش،  این  اعتبارسنجی  است.  شده  بیان  مناسب  توزیع  تابع  کمک  به  ها 

افزار آباکوس صورت گرفته است، در اکثر موارد، انطباق عالی بین  آمده به کمک نرمدستمحققین یا نتایج حل عددی به 
نتایج تئوری حاضر و نتایج منابع دیگر حاصل شده است. درنهایت، مطالعه پارامتری صورت پذیرفته است که در آن اثر  

نوع لایه و  پارامترهای مختلف هندسی، جنس ماده  کامپوزیتی موردبررسی  چینی در پوستهتغییر در  ایزوتروپیک و  های 
 واقع شده است. 

انحنایتعاشات آزاد، پوستهار  :های کلیدیواژه  عبارت    ی، کامپوزیت، سازه مشبک، تئوری مرتبه بالای پوسته،های دو 

 ای مقطع پوسته شکل ذوزنقه

0Fعلائم و اختصارات

1
1F

2
2F

3
3F

4
4F

5 

R𝑦 ییهای متوسط پوسته دو انحناشعاع  , R𝑥, r𝑦 , r𝑥 

 h ضخامت پوسته 

 a, b طول و عرض پوسته 

 °𝑢°،𝑣 های درون صفحه جاییمتغیرهای جابه 

 °𝑤 جایی خارج از صفحه متغیر جابه 

𝜃𝑦 های خط عمود بر سطح میانی چرخش  , 𝜃𝑥 

 FSDT تئوری مرتبه اول تغییر شکل برشی 

 HOST تئوری مرتبه بالای تغییر شکل برشی 

_________________________________ 
 . دانشجوی کارشناسی ارشد1

 . استادیار  2

 . دانشجوی دکتری3

 . استاد  4

 دانشجوی دکتری .5

 𝛾0 ایاثر ترم ذوزنقه 

 k چندلایه شماره لایه 

 θ زاویه چرخش الیاف 

 �̄� های تنش منتجه 

 𝜀̄ های کرنش مؤلفه

 𝐾0 ضریب تصحیح برشی

 D ماتریس سفتی 

 U انرژی کرنشی

 K انرژی جنبشی

 W کار ناشی از نیروهای خارجی 

𝐿𝑖𝑗 عملگر دیفرانسیلی   

,𝑄𝑖𝑗(𝑥 سفتی کل  𝑦) 

𝑄𝑖𝑗 ها سفتی ریب
𝑟𝑖𝑏  

𝑄𝑖𝑗 پرکننده سفتی مواد 
𝑏𝑎𝑦

 

,𝐻𝑃(𝑥 تابع توزیع 𝑦) 
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  پژوهشي علوم و فناوري فضايي -فصلنامة علمي يافتههاي مشبك كامپوزيتي دو انحنايي با استفاده از يك تئوري مرتبه بالاي تعميمتحليل ارتعاشات آزاد پوسته
3 / ) 50(پياپي  1401بهار  /1شمارة  / 15دورة 

   fهاي در جهت سفتي ريب

   fهاي در جهت تابع توزيع ريب

 E مدول يانگ

 G مدول برشي

   ضريب پواسون

 ,RHOST12 تئوري ارائه شده در پژوهش حاضر
HOST12 

 PSDT ]19تئوري مرجع [

 x u(x,y,z,t)در جهت  جاييجابه مؤلفه

 y v(x,y,z,t)در جهت  جاييجابه مؤلفه

 z w(x,y,z,t)در جهت  جاييجابه مؤلفه

  , هاي مشبكتعداد خانه

 مقدمه

سرعت با پيشرفت علم مواد و فناوري توليد، مواد كامپوزيتي به
هاي بديع خود نظير استحكام و سعه يافتند و به سبب ويژگيتو

سفتي ويژه، ضد خوردگي و دارا بودن قابليت طراحي و غيره در 
تواند جايگزين مناسبي براي مواد مرسوم نظير بسياري موارد مي

هاي كامپوزيتي با فولاد و بتن باشد. در بين اين مواد، سازه
اي و هزينه ايي بالاي سازههاي مشبك به جهت كاركنندهتقويت

پايين، مورد مطالعه بسياري از پژوهشگران واقع شدند و از قرن 
هاي مشبك باهدف افزايش نوزدهم ميلادي به بعد، استفاده از سازه

ها ازجمله كاربردهاي اين سازه استحكام در مهندسي گسترش يافت.
نفتي، ها، خودروها، سكوهاي استفاده در هواپيماها، پوسته كشتي

  است.ها، ادوات نظامي و غيره پل
هاي مطالعه پيرامون رفتار استاتيكي، ديناميكي و پايداري سازه

هاي مختلف با توجه به موارد كاربرد كامپوزيتي تحت بارگذاري
ويژه تحليل ارتعاشي وسيع آنها، از اهميت بالايي برخوردار است. به

يب ناشي از پديده تشديد منظور جلوگيري از تخرها بهگونه سازهاين
هاي طبيعي و شكل مودهاي مختلف و همچنين شناسايي فركانس
رسد. در همين راستا بررسي ارتعاشات در سازه ضروري به نظر مي

ها توسط بسياري از پژوهشگران موردتوجه قرار گرفته آزاد پوسته
هاي تحليلي، عددي و تجربي متعددي است و بدين منظور از روش

هاي مرتبه هاي تحليلي، تئوريفته شده است. در بين روشبهره گر
هاي كامپوزيتي هاي ضخيم و ازجمله پوستهبالا براي تحليل پوسته

ها در اين تري نسبت به ديگر تئوريمورد استفاده بوده و نتايج دقيق
هاي دست آمده است. در انواع مشبك پوستهها بهنوع سازه

ها، پيچيدگي تحليل اهيت هندسي آنكامپوزيتي پيشرفته، به سبب م
هاي همچنين پوسته است.هاي كامپوزيتي معمولي بيشتر از پوسته

مانند استوانه، حالتي  هاي تك انحنادر مقايسه با پوستهي دو انحناي

گيري از ها و بهرهتر دارند كه با استفاده از نتايج تحليل آنعمومي
هاي تك ليل هندسهتوان به تحفرمولاسيون استخراج شده، مي

  نيز پرداخت. انحنايي
5Fاميدواران

را براي  روش حلي 1973و  1971هاي در سال 6
كننده مشبك هاي پاياي ارتعاشات يك ورق با تقويتتعيين فركانس

گاهي ساده را ارائه داده است. او خواص مشبك و تحت شرايط تكيه
رويكرد نظر گرفت و از هاي عمود بر هم متفاوت در در جهترا 

  .]2، 1[ ماكرومكانيك براي رسيدن به نتيجه بهره برده است
6Fخاره

، با استفاده از دو تئوري مرتبه 2005و همكاران، در سال  7
بالاي تغيير شكل برشي، به تحليل ترمومكانيكي و ارتعاشات آزاد 

چيني متقاطع، تحت ساندويچي با لايه انحناييهاي ضخيم دو پوسته
ها هم اثر اند. يكي از اين تئوريگاهي ساده پرداختهشرايط تكيه

هاي ها و كرنشهاي برشي عرضي و هم اثر تنشو كرنش هاتنش
گرفت، در حالي كه تئوري ديگر تنها اثر تغيير شكل عمودي را در نظر مي

هاي دقيق كرد. نتايج تحليل، با حلبرشي عرض را محاسبه مي
هاي فرم بسته ارائه شده در مقاله، مقايسه شده بعدي و حلالاستيسيته سه

  .]3[ هاي دقيق بوده استدن نتايج حاصله به پاسخو حاكي از نزديك بو
7F، توراني و لاكيس2006در سال 

اسخ تحليلي پبه بررسي نيمه 8
اي كامپوزيتي چندلايه و نامتقارن پرداختند. ديناميكي پوسته استوانه

در اين تحقيق، اثرات تغيير شكل برشي و اينرسي چرخشي لحاظ 
محدود  ورد استفاده، تركيبي از روش اجزايگرديده است. روش م

. استهاي برشي عرضي هيبريدي و تئوري پوسته همراه با كرنش
 .]4[ تايج موجود تطابق خوبي داشتنتايج حاصله با ديگر ن

8Fكاندو و هان

هاي ارتعاشي ، به بررسي مشخصه2009در سال  9
اند. ي كامپوزيتي پرداختههاي دو انحنايش و پس كمانش پوستهپيش كمان

 ماند،رطوبتي پس - هاي حرارتيبه سبب تغيير در شرايط محيطي، تنش
ها ممكن است باعث ايجاد كمانش و ناپايداري ديناميكي در اين سازه

محدود استفاده شده است و نتايج  شوند. در اين تحليل از روش اجزاي
هاي اصلي همراه با شكل هاي غيرخطي و فركانسعددي مثال

ها و شكل مودها ارائه و بحث شده است. نتايج آنها نشان داد خمش
يابد، فركانس كاهش مي مت، نقطه اوج كمانشكه با كاهش ضخا

د و يابكمانش افزايش ميكمانش كاهش و در پساصلي در پيش
يابد. در فركانس اصلي كاهش مي همچنين با افزايش شعاع انحناي

هاي اثر بارگذاري حرارتي، پديده تغيير جهت در انحناء براي پانل
ي هندسي، گردد. رفتار خمشي غيرخطاي مشاهده مياستوانه

رطوبتي تحت تأثير  - هاي حرارتيهاي ارتعاشي را در محيطمشخصه
  .]5[ دهدقرار مي

_________________________________ 
6. Omid'Varan 
7. Khare 
8. Toorani &  Lakis 
9. Kundu & Han 
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9Fچرفي و همات

هاي ، ارتعاشات غيرخطي پوسته2010در  10
از مواد با خواص عمق با شكل قالب بيضوي و با دو انحناء كه كم

10Fتدريجي هدفمند ساخته شده باشند را با نسخه پي

از روش اجزاء  11
اند. در محدود و معطوف به روش تركيبي موردبررسي قرار داده

ها اثرات تغيير شكل برشي، اينرسي چرخشي و محاسبات آن
هاي هندسي به كار رفته است. براي استخراج معادلات غيرخطي

تعادل هارمونيك بهره گرفته شده است.  حركت آزاد، از روش
معادلات برآيند غيرخطي، با تكرار و از روش حالت خطي به دست 

بودن آن انجام گرفته مطالعه بر همگرايي جواب و مناسب آمده و
است. در ضمن اثر نمايي كسر حجمي و نسبت ضخامت بر 

هاي خطي و غيرخطي، مورد بحث واقع شده و نشان از فركانس
  .]6[ شدن دارداين پارامترها بر رفتار سخت تأثير

اي شبكه بر به تحليل اثر برش بين لايه 2010صياد در سال 
كامپوزيتي پليمري تحت  روي كمانش موضعي استوانه مشبك

  .]7[ بارمحوري فشاري يكنواخت پرداخت
11Fمانتاري و سوارس

يافته ، يك تئوري تعميم2012، در سال 12
منظور تحليل پنج درجه آزادي مرتبه بالاي تغيير شكل برشي را به

ها ارائه كردند كه ها و ورقمطالعه ارتعاشات آزاد و خمش پوسته
ديگر از آن استفاده هاي مرتبه بالاي ممكن است براي ايجاد تئوري

با  يافتهشود. معادلات حاكم و شرايط مرزي فرمولاسيون تعميم
دست آمده است و براي حل از روش استفاده از اصل كار مجازي به

ناوير استفاده شده است. نتايج حاصل از اين تئوري با نتايج تئوري 
بعدي الاستيسيته مقايسه شده است و دقت بيشتري را نسبت به سه
  .]8[هاي از اين دست، نشان داده است گر تئوريدي

12Fعدالت

به تحليل ارتعاشات آزاد و  2013و همكاران در سال  13
گون هاي سهميشده با انحناهاي ديناميكي پوسته تقويتپاسخ

ها براي اين كار از روش انرژي براي تعيين پارامترهاي د. آنپرداختن
 .]9[ اندارتوتروپيك معادل پوسته استفاده كرده

د زارعي و همكارانش خصوصيات ارتعاش آزا 2020در سال 
لعه مطا هاي مخروطي كامپوزيت تقويت شده با گريد را موردپوسته

اويه رات زغييقرار دادند. همچنين تأثير پارامترهاي هندسي پوسته و ت
 قرار هاي طبيعي مورد بحث و بررسيهاي متقاطع بر فركانسريب

  .]20[ گرفت
و همكارانش يك روش اجزا محدود جديد ليو  2021در سال 

هاي كامپوزيت چند لايه با دو بر اساس نظريه ميندلين براي پوسته
استاتيكي، ارتعاش   دند و نتايج عددي خمش خطيكرمنحني ارائه 

اي و پوسته پويا و خمش غيرخطي صفحه تخت، پوسته استوانه
_________________________________ 

10. Chorfi & Houmat 
11. P version 
12. Mantari &  Soares 
13. Edalata 

سازي در شبيه لايه با دو منحني با نتايج موجود در مقالات وچند
 .]21[د شمقايسه  ABAQUSافزار نرم

هاي يافته براي سازهتعميم يكارگيري مدلهدف از اين مقاله، به
در  است.مشبك مختلف متقارن، بدون استفاده از يك مدل معادل 

13Fتحليل تئوري، يك تابع توزيع

كه تمام حالات  شودتعريف مي 14
. سپس با در دنكيطور دقيق توصيف مفيزيكي پوسته مشبك را به

14Fنظرگيري مفروضات اصلي تئوري كلاسيك صفحات

و معادلات  15
  آيد.ها، معادلات اصلي پوسته مشبك به دست ميپوسته

 انحناييهاي دو حل مسئله ارتعاشات پوسته
  كامپوزيتي و مشبك

يل ه تحلبعدي بن با استفاده از تئوري الاستيسيته سهبرخي از محققا
ق براي فو اند؛ اما استفاده از تئوريتي پرداختههاي كامپوزيپوسته

 ئلهپوسته ارتوتروپيك حجم محاسبات زيادي داشته و تحليل مس
 ن باحققابه همين دليل تاكنون اكثر م شود.بسيار پيچيده مي

ها را مورد ي دوبعدي، پوستهمرتبه بالا هايگيري از تئوريبهره
  اند.تحليل و بررسي قرار داده

ر جايي تئوري تغيينشان داد كه ميدان جابه 1999 كتو در سال
به اي و محاسگرفتن ترم ذوزنقهشكل برشي مرتبه اول، با در نظر

گيري به روش دقيق، حتي در مورد هاي تنش با انتگرالمنتجه
او  هاي ضخيم، دقت بسيار خوبي در تحليل ديناميكي دارد.پوسته

ري تئو در مقايسه باهمچنين نشان داد كه اين تئوري مرتبه اول 
 ت خودسباتغيير شكل برشي مرتبه بالاي ردي كه اين ترم را در محا

با  دست آمدهبه نتايج تحليل ارتعاشات آزاد بهلحاظ نكرده است، 
هاي هبعدي بيمارادي براي پوستاستفاده از تئوري الاستيسيته سه

  .]22 [ تر استضخيم نزديك
 ده استته نشان داده شس)، گسترده المان مقطع پو1در شكل (

گرفتن ضريب شكل شود با درنظرطوركه مشاهده ميو همان
گرفته صورت ذوزنقه درنظربه ل گستردهاي، شكل مستطيذوزنقه

ها تر بوده و به همين دليل دقت پاسخشود كه به واقعيت نزديكمي
  برد.را بالا مي

  
نقه ذوز شكل واقعيالمان مقطع پوسته گسترده شده و در نظر گرفتن  -1شكل 

  جاي شكل مستطيلبه

_________________________________ 
14. Distribution function 
15. Classical Laminated Plate theory 
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با استفاده از يك تئوري مرتبه بالاي  در اين بخش از پژوهش،
در نظر گرفته  )z/R + 1( ايه كه در آن اثر ترم ذوزنقهتيافتعميم

شده است، بر پايه اصل هاميلتون به استخراج معادلات حاكم و 
. در سپس به كمك روش گالركين به حل آن پرداخته شده است

منظور اي بههاي مشبك نيز با استفاده از يك تابع پلهمورد پوسته
بيان چگونگي وضعيت فيزيكي سازه، پس از استخراج معادلات و 

  اند.حل آن، ماتريس جرم و سفتي تعيين شده

  جاييهاي جابهتعيين مؤلفه
Rهاي متوسط) يك پوسته دو انحنايي را با شعاع2شكل ( R و   ،

را به همراه مختصات مرجع در دستگاه  a×bو ابعاد  hامت ضخ
  دهد.) نشان ميx,y,zمختصات دو انحنايي (

  

  )]10[(برگرفته از  انحناييدو  تةپوس -2شكل 
  

در اين بخش بسط سري تيلور براي توسعه يك فرمولاسيون 
بعدي مورد استفاده واقع شده دوبعدي از يك مسئله الاستيسيته سه
، x,y,z,t(u( جاييهاي جابهاست. روابط زير با بسط مؤلفه

)x,y,z,t(v ) وx,y,z,t(w  به ترتيب در سه جهتx ،y و z  در هر
دست ) بهzخامت (نقطه از فضاي چندلايه برحسب مختصه ض

  .]12، 11[ اندآمده

)1(  

( , , , ) = (1 + / ) ( , , ) + ( , , ) + ∗( , , ) + ∗( , , ) ( , , , ) = (1 + / ) ( , , ) + ( , , ) + ∗( , , ) + ∗( , , ) ( , , , ) = ( , , ) + ( , , ) + ∗( , , ) + ∗( , , ) 

جايي و جابه °هاي درون صفحه جاييمتغيرها و جابه ° و °
) بر روي سطح مياني چندلايه x,yيك نقطه دلخواه ( ةخارج از صفح

هاي خط عمود بر سطح نمايانگر چرخش و  است و توابع 
هاي مرتبه بقيه متغيرها عبارت ستا  yو xمياني حول محورهاي 

بالا در بسط تيلور بوده و نماينده مودهاي تغيير شكل عرضي مقطع 
  اند:صورت زير تعريف شدهپوسته هستند و به

)2(
= =0 , 0∗ = 12 22 =0 , ∗ = 16 33 =0 = =0 , 0∗ = 12 22 =0 , ∗ = 16 33 =0= =0 , 0∗ = 12 2 2 =0 , ∗ = 16 3 3 =0 

در رابطه كلي زير با توجه به تغييرات ضرايب موجود 
  شود:هاي مختلفي حاصل ميتئوري

)3(
= (1 + ) + + ∗ + ∗  = (1 + ) + + ∗ + ∗  = + + ∗ + ∗ 

توانند ) هر يك از ضرايب بسته به نوع تئوري مي3در رابطه (
مقدار صفر و يك را به خود بگيرند. شرايط مختلف اين ضرايب و 

  ) آمده است:1ا در جدول (هتئوري حاصل از آن

  هاي پوستهاثر تغيير ضرايب مختلف در ايجاد برخي تئوري -1جدول 

 نام تئوري كننده نوع تئوريضرايب تعيين
         

00 0 0 0 FSDT 
10 0 0 0 RFSDT 
00 0 1 1 HOST8 
10 0 1 1 RHOST8 
01 0 1 1 HOST10 
11 0 1 1 RHOST10 
01 1 1 1 HOST12 
11 1 1 1 RHOST12 

  
به ترتيب تئوري مرتبه اول  HOST و FSDT) منظور از 1در جدول (

است تغيير شكل برشي و تئوري مرتبه بالاي تغيير شكل برشي 
0 كهصورتيدر = اي در باشد و يا به عبارتي اثر ترم ذوزنقه 1

)، به ابتداي نام تئوري R )Refined محاسبات لحاظ شده باشد، حرف
هاي هاي نوشته شده در جلوي نام تئوريد. همچنين شمارهشواضافه مي

  ها است.مرتبه بالا، متمايزكننده نوع آن تئوري از ديگر تئوري
تئوري ارائه شده برابر با  در 0 هاي ضخيم ضريبدر پوسته

اي مقطع وزنقهشود، با اين عمل اثر شكل ذنظرگرفته مييك در
هاي شود. در پوستهشده حاصل ميده و تئوري اصلاحشپوسته لحاظ 

  نظر كرد.توان از اين اثر صرفنازك مي
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  جاييتعريف روابط كرنش جابه
هاي ستهپو با استفاده از تئوري الاستيسيته، روابط مربوط به كرنش

 صورت زير استالخط بهدر دستگاه مختصات منحني انحناييدو 
]13 ،14[:  

)4( 

 = 11+ 0 +  = 11+ 0 +  = 11+ 0 − +  =  

 = 11+ 0 − +  

) در 1ها از رابطه (جاييبا جايگذاري جملات مربوط به جابه
توان به روابط زير دست ها ميبندي مجدد آن) و دسته4روابط (

  يافت:

)5( 

= 11+ 0 0 + + 2 0∗ + 3 ∗ =
11+ 0 0 + + 2 0∗ + 3 ∗  =
0 + + 2 0∗  = 11+ 0 0 ++ 2 0∗ + 3 ∗ + 

11+ 0 0 ++ 2 0∗ + 3 ∗  = 11+ 0 0 +
0 + 2 0∗ + 3 0∗  +( + +∗ ) + 1 + 1 + 2 1∗ =11+ 0 0 + 0 + 2 0∗ + 3 0∗  

  اند:صورت زير تعريف شده) جملات به5در روابط (

)6( 

  = + , = + + , ∗ = ∗ + ∗ , ∗ = ∗ +∗
 = + , = ++ , ∗ = ∗ + ∗ , ∗ =∗ + ∗

 = , =2 ∗, ∗ = 3 ∗, = , =+ , ∗ = ∗ , ∗ =∗
 = , = + , ∗ = ∗ , ∗ = ∗ = −, = − − , ∗ =∗ − ∗, ∗ = ∗ −∗ , = + , = 2 ∗, ∗ = 3 ∗, = − ,  =

− − , ∗ = ∗ −∗ , ∗ = ∗ − ∗
 = +, = 2 ∗, ∗ = 3 ∗  

  
  هاي تنشكرنش و منتجه- وابط تنشر

ز يك چندلايه ام ا kبعدي براي لايه رنش سهك-روابط تنش
الخط و منطبق بر ارتوتروپيك در دستگاه مختصات منحني

  صورت زير تعريف شده است:محورهاي اصلي ماده به

)7( =
0 0 00 0 00 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0

  

  :]12[است صورت زير هاي ماتريس سفتي بهكه در رابطه بالا درايه

)8( 

= ( )∗ , = ( )∗ , =( )∗  = ( )∗ , =( )∗ , = ( )∗  =, = , =  ∗ = (1 − −− − 2 )
هاي برشي و ضرايب هاي يانگ، مدول) مدول8در روابط (

  مرتبط هستند: صورت زير به همپواسون به

)9( 

12 21 13 31 23 32

11 22 11 33 22 33

11 11
12 13

21 31

22
23

32

, , 

, ,
2(1 ) 2(1 )

2(1 )

E E E E E E
E E

G G

E
G

n n n n n n

n n

n

= = =

= =
+ +

=
+

بر  كه محورهاي مختصات اصلي و محورهاي اصلي مادهدر صورتي
صورت زير باهم رابطه ها بهها و كرنشهم منطبق نباشند، تنش

  :]12[ دارند

)10(=
0 00 00 00 00 0 0 00 0 0 0

  

ام  kيه ها ثوابت الاستيك ماده ارتوتروپيك مربوطه به لاكه در آن
  :]12[ اندصورت زير تعريف شدهبه
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)11(

4 2 2 4
11 11 12 44 22

4 4 2 2
12 12 11 22 44

2 2
13 1 13 23

3
14 11 12 44

3
12 22 44

4 2 2 4
22 11 12 44 22

2 2
23 1 13 23

3
24 11 12 44

12

2 (C 2C )s

(c s ) (C C 2C )s

(C c C s )

Q (C C 2C )

(C C 2C )

2(C 2C )s

(C C )

Q (C C 2C )

(C C

Q C c c C s

Q C c

Q C

sc

cs

Q C s c C c

Q C s c

s c

= + + +

= + + + -

= +

= - - +

- +

= + + +

= +

= - - +

- 3
22 44

33 1 33

34 1 31 32
2 2 4 4

44 11 12 22 44 44
2 2

55 55 66

56 55 66
2 2

66 55 66

2C )

C

(C )

(C 2 2 )s ( )

C

(C )

C

   ,     , 1,...,6
ij ji

c s

Q C

Q C C sc

Q C C C c C c s

Q c C s

Q C sc

Q s C c

Q Q i j

+
=
= -

= - + - + +

= +

= -

= +
= =

 

=ها كه در آن cos( ) , = sin( زاويه چرخش الياف  θو (
) 10) را در رابطه (6) و (5روابط كرنش از روابط ( هستند.در هر لايه 

  شود:گيري ميها انتگرالجايگزين كرده و در راستاي ضخامت از آن
)12(

 
  كه در آن:

)13( 

=
0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0

  

جايگذاري همه  است.) 10تر رابطه () حالت گسترده13رابطه (
بين  ةها و انجام عمليات جبري، منجر به تشكيل رابطمؤلفه
هاي كرنش خواهد شد كه ضرايب رابط هاي تنش و مؤلفهمنتجه

  .شودبيان مي Dاين دو مجموعه، تحت عنوان ماتريس 

∗ ∗∗ ∗∗ −∗ ∗∗ ∗∗ ∗∗ −∗ ∗∗ −
=   

 

+ + ∗ + ∗+ + ∗ + ∗+ + ∗+ + ∗ + ∗+ + ∗ + ∗( + + ∗ + ∗ )( + + ∗ )+ + ∗ + ∗+ + ∗

(1, , , )

)14( 

  داريم: عنوان مثال براي به

)15(

= 21 11 0 + 12 0 + 21 14 0 + 14 0 + 21 11 2 0∗ + 12 2 0∗ + 21 14 2 0∗ + 14 2 0∗ + 2 13 0 + 2 13 2 0∗ + 21 11 + 12 + 21 14 + 14 + 21 11 3 ∗ + 12 3 ∗ + 21 14 3 ∗ + 14 3 ∗ +2 13   

  شود:زير حاصل مي ةن ترتيب رابطبدي

)1( ̄ = ̄ 

هاي كرنش هاي تنش و مؤلفهمنتجه ̄و  ̄كه در آن به ترتيب 
  د:شونصورت زير معرفي ميد و بههستن

)17(̄ =
, , , ,∗ , ∗ , ∗ , ∗ ,, ∗, , ,, , ∗, ∗ ,∗ , ∗ , , ,, , , ∗,∗, ∗ , ∗ , ,, , , ∗ , ∗
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)18(̄ =
0, 0, 0, 0,
0∗ , 0∗ , 0∗ , 0∗ ,
0, 0∗ , , ,, , ∗, ∗ ,∗ , ∗ , , 0,
1, 0, 1, 0∗ ,
1∗ , 0∗ , 1∗ , 0,
1, 0, 1, 0∗ , 0∗

  

كه متشكل از است ماتريس سفتي  D)، 16در رابطه (
  بوده است. و  ، ، ، هاي سفتي ماتريس

)19(= 00 , = 

ضريب تصحيح برشي است كه در  0 در روابط بالا
شود. اين ضريب بر اساس تئوري هاي مرتبه اول لحاظ ميتئوري

0ميندلين برابر با ( = هاي مرتبه بديهي است در تئوري است.) 212
  شود.بالاتر اين ضريب برابر يك در نظر گرفته مي

ست از باي) شد، مي16گيري كه منجر به رابطه (در انتگرال
در اين  د، انتگرال گرفته شود،هستناي ترم ذوزنقهعباراتي كه شامل

صورت دقيق هاي واقعي اين عمل بهمنظور حصول پاسخپژوهش به
  انجام شده است.

  معادلات حاكم
و منظور انجام تحليل ديناميكي، معادلات حاكم بر پوسته دبه

  ود.شبا استفاده از اصل هاميلتون استخراج مي انحنايي
  :]14[ شودصورت زير بيان ميصورت تحليلي اصل هاميلتون به

)20( − − =0  

 انرژي كرنشي ناشي از تغيير Uدر عبارت بالا 
  :]14[ شودصورت زير تعريف ميشكل بوده و به

)21( = ∭   

انرژي جنبشي است و عبارت است  Kو همچنين 
  :]14[از 

)2( = ∭ ( + +)   

ر مسئله دكار ناشي از نيروهاي خارجي بوده و  W) 20( رابطةدر 
  شود.گرفته ميگونه نيروها صفر درنظروجود اينحاضر به دليل عدم 

  صورت زير تعريف شده است:در روابط بالا المان سطح به
)23(=  

 شود:ويسي ميبازن )24رابطه (صورت ) به20ابطه (منظور حل مسئله ربه

)24(−  = 0 

ابطه ) در ر22بدين منظور عبارت مربوط به انرژي جنبشي (
 شود و تغييرات تابعي انرژي جنبشي محاسبه) جايگذاري مي24(

  :]14[ شودمي

جزء رابطه زير حاصل گيري جزءبهبا استفاده از انتگرال
  :]14[ گرددمي

)26(

 0 = − ∭ ( + +0 )  + ∭ ( + +) =0=
  0 =− ( + ++ℎ/2−ℎ/2000 )   

ر با توجه به تعريف اصل هاميلتون تغييرات متغيرها د
شود، ته ميگرفدايي و انتهايي تحليل صفر درنظرهاي ابتزمان

  د.شو) صفر منظور مي26بنابراين جمله دوم در رابطه (
 جايي در رابطه بالا، رابطه زيرهاي جابهبا جايگذاري مؤلفه

  شود:حاصل مي

 
)27(  

=   شود:يدر اين مرحله تغييرات تابعي انرژي كرنشي محاسبه م + + ++ +     

)28( 

) 28طه () در راب6) و (5هاي كرنش از روابط (و با جايگذاري مؤلفه
  شود:رابطه زير ايجاد مي

  :تغييرات انرژي كرنشي متناظر با*

)25( 0 = 12 ∭ 2 + 2 +02 
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)29(  

∬ ℎ/2−ℎ/2 = 

∬  
( + ) +( + + ) +( ∗ + ∗) +( ∗ + ∗)

   //  = 

  + +1 + + +
∗ ∗ + ∗ +
∗ ∗ + ∗

= 

 ∬
( − ) +( + − ) +( ∗ ∗ − ∗ ∗) +( ∗ ∗ − ∗ ∗)

 

  : تغييرات انرژي كرنشي متناظر با *

)30(

∬ ℎ2−ℎ2 = 

− ∬  
+ ++ + +∗ + ∗ +∗ + ∗

    = 

∬
+ ++ + +

∗ ∗ + ∗ +
∗ ∗ + ∗

=  

 − ∬
( − ) +( + − ) +( ∗ ∗ − ∗ ∗) +( ∗ ∗ − ∗ ∗)

  : *تغييرات انرژي كرنشي متناظر با

)31(

∬ ℎ2−ℎ2 = 
 ∬  (( ) + ( 2 ∗) +//( 3 ∗))    = ∬ ( ) + ( 2 ∗) +∗( 3 ∗) = − ∬ (−( ) −(2 ∗) − (3 ∗ ∗))

  : و  تغييرات انرژي كرنشي متناظر با *

)32(

∬ ( + ) ℎ/2−ℎ/2  = 

∬
 

( ) +( + ) +( ∗) +( ∗ )
 +

 
( ) +( + ) +( ∗ ) +( ∗)

  
//  = 

∬
( 0) +( 0 1 0 + ) +∗ ( 3 0∗) +∗ ( 4 ∗)

+
( 0) +( 0 1 0 + ) +∗ ( 3 0∗) + ∗ ( 4 ∗)

= 

− ∬
( ) +( + ) +( ∗ ∗) +( ∗ ∗)

+
( ) +( + ) +( ∗ ∗) + ( ∗ ∗)

 

  : و  *تغييرات انرژي كرنشي متناظر با
 ∬ ( + ) //  = 

∬  
( − ) +( − − ) +( ∗ − ∗ ) +( ∗ − ∗)

+
( + ) +( 2 ∗) +( 3 ∗)

  //  = 

∬
( − ) +( − − ) +∗( ∗ − ∗) +∗( ∗ − ∗) +( + ) +( 2 ∗) + ∗( 3 ∗)

= 

= − ∬
( + ) +( + + ) +( ∗ ∗ + ∗ ∗) +( ∗ ∗ + ∗ ∗) +(− − ) +(−2 ∗) + (−3 ∗ ∗)

   

)33(  
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  :و  *تغييرات انرژي كرنشي متناظر با

)34( 

∬ +  ℎ/2−ℎ/2  = 

∬
( − ) +( − − ) +( ∗ − ∗) +( ∗ − ∗)

+
( + ) +( 2 ∗) +( 3 ∗)

   //  = 

∬
( − ) +( − − ) +∗ ( ∗ − ∗) +∗( ∗ − ∗ ) +( + ) +( 2 ∗) + ∗ ( 3 ∗)

= 

− ∬
( + ) +( + + ) +( ∗ ∗ + ∗ ∗) +( ∗ ∗ + ∗ ∗) +(− − ) +(−2 ∗) + (−3 ∗ ∗)

   يهاي كامپوزيتتحليل ارتعاشات آزاد پوسته
ه ل بدر اينجا با حل معادلات تعادل پوسته كه در قسمت قب

 هاي طبيعي ارتعاشاتدست آمده است، به محاسبه فركانس
ها پرداخته آزاد و همچنين شكل مودهاي متناظر با آن

  شود.مي
ي بر نظر، توسط توابع شرايط مرزي مورد بايدبدين منظور 

جايي اعمال شوند. براي اين مسئله شرايط مرزي هاي جابهمؤلفه
  :]12[ تصورت زير تعريف شده اسساده به

)35(0 = 0 = = = 0∗ = 0∗ = ∗ = ∗ == = ∗ = ∗ = 0
) 35منظور ارضاي شرايط مرزي ذكر شده در رابطه (به
ضرب توابع مثلثاتي در صورت حاصلجايي پوسته بههاي جابهمؤلفه

) يافتهمختصات تعميم  شوندزير درنظرگرفته ميصورت به (
]12 ،15[:  

)36( 

* *
cos sin  

0 0
* *

sin cos  0 0
* *

sin sin  0 0
* *

cos sin  

* *
sin cos  

* *
sin sin  

iw tmnu u x y e
mn

iw tmnv v x y e
mn

iw tmnw w x y e
mn

iw tmnx y e
x xmn

iw tmnx y e
y ymn

iw tmnx y e
z zmn

a b

a b

a b

q q a b

q q a b

q q a b

=

=

=

=

=

=

 

cos sin  
0 0

sin cos  0 0

sin sin  0 0

cos sin  

sin cos  

sin sin  

iw tmnu u x y e
mn

iw tmnv v x y e
mn

iw tmnw w x y e
mn

iw tmnx y e
x xmn

iw tmnx y e
y ymn

iw tmnx y e
z zmn

a b

a b

a b

q q a b

q q a b

q q a b

=

=

=

=

=

=

 
)، =، =كه در روابط بالا  )  t

iw tmnT e
mn

و  = ∗ , ∗ , ∗ , ∗ , ∗ , ∗ , , , , , , 
  باشند.ثوابت شكل مودهاي طبيعي مي

لي كردن معادلات تعادل، عملگرهاي ديفرانسيپس از مرتب
  شود: ميصورت زير بيان به

  

=
, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,, , , , , , , , , , , ,

 

)37(  
در عملگرهاي  مودهاي طبيعي با جايگذاري بردار شكل

  شوند:ديفرانسيلي، معادلات تعادل، دستگاه معادلات زير حاصل مي
)38(( ) = 0 

ده براي حل دستگاه معادلات فوق از روش گالركين استفا
  :]17، 16[ شودمي

)39(
0 0

( ) ( )   0
b a

ij j mn i
L T t dx dyyD =ò ò  

هاي عملگرهاي ديفرانسيلي هستند كه مؤلفه كه در آن، 
بردار توابع وزني بوده و   اند وها جايگذاري شدهجايي در آنجابه
  شود:ميصورت زير تعريف به

)40(

0

0

0

*

0

*

0

*

0

*

*

*

cos sin

sin cos  

sin sin  

cos sin  

sin cos  

sin sin  

cos sin  

sin cos  

sin sin

cos sin  

sin cos  

sin sin  

mn

mn

mn

xmn

ymn

zmn

mn

mn

mn

xmn

ymn

zmn

u x y

v x y

w x y

x y

x y

x y

u x y

v x y

w x y

x y

x y

x y

a b

a b

a b

q a b

q a b

q a b

a b

a b

a b

q a b

q a b

q a b

D =

ìïïïïïïïïïïïï

í

üïïïïïïïïïïïïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïýï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïî þ

  

cos sin

sin cos  

sin sin  

cos sin  

sin cos  

sin sin  

cos sin  

sin cos  

sin sin

cos sin  

sin cos  

sin sin  

x y

x y

x y

x y

x y

x y

x y

x y

x y

x y

x y

x y

a b

a b

a b

a b

a b

a b
y

a b

a b

a b

a b

a b

a b

=
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11 / ) 50(پياپي  1401بهار  /1شمارة  / 15دورة 

سازي آن، معادله مقدار ) و مرتب38با انجام انتگرال رابطه (
  آيد:دست ميويژه زير به

)41( − 2 = 0 
  

  كه در آن:

)42( { } 0 0 0
* * * * * *
0 0 0

, , , , ,

, , , , , ,

T

mn mn mn xmn ymn

zmn mn mn mn xmn ymn zmn

u v w
d

u v w

q q

q q q q

ì üï ïï ïï ï= í ýï ïï ïï ïî þ
عي و شكل هاي طبيبا حل اين معادله مقدار ويژه فركانس

ترين صورت كه كوچكآيند. بديندست ميمودهاي متناظر با آن به
يژه ترين مقدار وفركانس طبيعي پوسته برابر با ريشه دوم كوچك

در  Mو  Kهاي اتريسمدست آوردن اين مقادير، باشد. براي بهمي
افزار متلب نويسي در نرمگيرند و به كمك برنامهر مي) قرا40رابطه (
  شود.هاي طبيعي محاسبه ميفركانس

  

  هاي مشبكتحليل ارتعاشات پوسته
ها و فضاي خالي هاي مشبك به دليل تفاوت بين جنس ريبدر پوسته
ذا فت؛ لنظر گرصورت يكنواخت دروزيع سفتي را بهتوان تها، نميبين ريب

  .]18[ شود) انجام مي43اي هويسايد رابطه (ع پلهاين امر توسط تاب
)43( ( , ) = 1 − ( , ) + ( , ) 

))، سفتي كل: 43در رابطه ( , ، ها: ، سفتي ريب (
)، تابع توزيع: سفتي مواد پركننده:  , است كه تابع  (

ها مقدار يك و بر روي نواحي پركننده مقدار صفر توزيع بر روي ريب
  كند.را اختيار مي

15Fهاي مربعينهعنوان مثال براي يك سازه مقاوم شده با خابه

16 
) 45صورت رابطه (تابع توزيع موردنظر با استفاده از تابع هويسايد به

  .]18[ شودبيان مي

صورت به yو  xهمچنين مشتقات آن نسبت به متغيرهاي 
  :]18[ دشو) تعريف مي46رابطه (

_________________________________ 
16. Orthogrid 

هاي ) مشخصات هندسي پوسته مشبك با ريب3در شكل (
هايي با زواياي ) پوسته مشبك با ريب4افقي و عمودي و در شكل (

  مختلف ارائه شده است.

  

  هاي افقي و عموديمشخصات پوسته مشبك با ريب -3شكل 

يك ها ارتوتروپازه مشبك مورد مطالعه، ريبكه در سصورتيدر
دار موجود به همراه مواد هاي افقي، عمودي و زاويهباشند، ريب
  شوند:صورت زير تحليل ميپركننده به

)47(
= 0 (1 − 0) + 90(1 − 90) + (1 − ) + − (1 − − ) + ( 0 90 − )

هاي در ، تابع توزيع ريب:  هاي در جهتسفتي ريب
  :  جهت

)48(

  

  
  هاي با زواياي مختلفمشخصات پوسته مشبك با ريب -4شكل 

)44(( , ) = 1 ريبها 0بين ريبها  روي

)45(  

)46( 
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عنوان به yو  xدر اين موارد مشتقات نسبت به متغيرهاي 
  است:صورت زير به براي مثال 

)49(

ضخامت  hمختصات مركز هر خانه،   و  كه در روابط بالا
  دهد.ها را نشان ميتعداد خانه  ها وريب

)50( 
 ,  i=1,...

  ,  j=1,...
i x

j y

x m

y n

  كرنش- روابط تنش
اي ههاي مشبك نيز مانند پوستهكرنش در پوسته-روابط تنش

شود، با ) حاصل مي14) تا (12كامپوزيتي معمولي و مطابق با روابط (
) به ترتيب 48) و (43ها از روابط (ها در آنجاي اين تفاوت كه به

هاي ايزوتروپيك و ارتوتروپيك استفاده براي پوسته مشبك به ريب
 سازه مشبك را لحاظ يشود تا بتوان توزيع متفاوت مواد در اجزامي

هاي مشبك نسبت به كرد؛ درواقع تفاوت در روابط مربوط به پوسته
)هاي كامپوزيتي در ماتريس سفتي پوسته ,   باشد.ها ميآن (

همانند  حناييانهاي مشبك دو معادلات حاكم بر پوسته
  شود.هاي كامپوزيتي غير مشبك استخراج ميپوسته

اويلر و  هاي تنش در معادلاتدر مرحله جايگذاري منتجه
ا ينجاستخراج عملگرهاي ديفرانسيلي بايد توجه داشت كه در ا

نيز به دليل  Dناصر ماتريس عهاي غيرمشبك برخلاف پوسته
ند و در تغييرات دار x, yوجود تابع هويسايد، نسبت به متغيرهاي 

شوند. بنابراين مشتقات مربوطه از گيري وارد ميعمليات مشتق
شود. پس از به دست اسبات وارد مي) در مح49) و (46روابط (

 بقيه آوردن تمامي عملگرهاي ديفرانسيلي به طريقه گفته شده،
هاي هاي طبيعي، مانند پوستهآوردن فركانسدستمراحل تا به

ي كامپوزيتي معمولي خواهد بود. چندين نمونه از عملگرها
 هاي مشبك در پيوست آمده است،ديفرانسيلي مربوط به پوسته

هاي ر پوستهدان مثال اولين عضو از عملگرهاي ديفرانسيلي عنوبه
كه در  دون خط)ب(عبارات  شد صورت زير بيانكامپوزيتي به

ها خط كشيده شده نيز به هاي مشبك جملاتي كه زير آنپوسته
  شوند:ميفه اضا D  هاي ماتريسدليل وجود مشتق در درايه

  

= , + , + , +
, + 

, + , + , + , + 

, + , + , +
, + 

, + , + , + 

, + , + , +
, + 

, + , + , + , + 

, + , + , +
, − 

, + , + , − 

, + , − , + , −
, + , − , + , −
, − + + 

)51(  

  نتايج و بحث

  انحناييوسته دو پ
ه تحليل ب، با استفاده از معادلات الاستيسيته 1991بيمارادي در 

 زمينه اي و همگن، باچندلايه انحناييهاي دو ارتعاشات آزاد پوسته
ين ل احمستطيلي و ساخته شده از مواد ارتوتروپيك، پرداخت. او 

ح سط مسئله را با فرض ناچيز بودن نسبت ضخامت پوسته به شعاع
ج از نتاي سبهسانيد. وي در محامياني در مقايسه با واحد، به انجام ر

  :]19[ رابطه زير براي نرمال كردن پاسخ بهره گرفت

)52(∗ = 22  

  ه است:ير در نظر گرفته شدصورت زخواص ماده نيز به

)53(
1 2 = 25  2 3 = 1  12 2 = 13 2 = 0.5  
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13 / ) 50(پياپي  1401بهار  /1شمارة  / 15دورة 

23 2 = 0.2  12 = 13 = 23 = 0.25
لايه  ) مقادير مربوط به پوسته ارتوتروپيك تك2در جدول (

رائه شده در ا RHOST12بعدي، تئوري همگن بين حل دقيق سه
قرار  مورد مقايسه ]19[پژوهش حاضر و تئوري مرتبه بالاي مرجع 

 وريگرفته است. درصد تفاوت با حل دقيق گوياي دقت بالاي تئ
منظور مقايسه با نتايج حل عددي باشد. همچنين بهه ميارائه شد

  ت.فته اسافزار آباكوس انجام گرتحليل المان محدود با استفاده نرم
شود، با كاهش نسبت ) مشاهده مي2طور كه در جدول (همان

a/عنوان يابد. به، دقت تئوري مرتبه بالاي ارائه شده افزايش مي
/a و h/a = 0.05مثال براي  = اختلاف بين تئوري  1
RHOST12  كه اين اختلاف در  است %75/2و حل دقيقh/a = 

/aو  0.05 = كند. اين در حالي كاهش پيدا مي %18/0به  0.1
كاهش  RHOST12دقت تئوري  h/aاست كه با افزايش نسبت 

/aو  h/a = 0.15طور مثال براي يابد. بهمي = درصد اختلاف  1
  رسد.مي %34/7تئوري حاضر و حل دقيق به  بين

ترين پارامتر فركانسي مربوط به پوسته كامپوزيتي دو كوچك
) حاصل از تئوري 90/0كروي متقاطع نامتقارن با لايه چيني ( انحنايي

RHOST12  19[با حل دقيق و تئوري مرتبه بالاي موجود در مرجع[ ،
مورد مقايسه قرار گرفته  h/a و /aهاي مختلف ) براي نسبت3در جدول (

و افزايش نسبت  h/aدهد كه با افزايش نسبت است. مشاهدات نشان مي
a/در تمامي موارد تئوري مرتبه بالاي  يابد.، پارامتر فركانسي افزايش مي

داراي دقت بالاتري است. همچنين در  ]19[مرجع  PSDTحاضر از تئوري 
ه بالا مقادير فركانسي هاي مرتبهر دو جدول مشخص است كه تئوري

 دهند.بعدي نشان ميبالاتري را در مقايسه با حل دقيق سه

رد ز موااملاحظه اين است كه در بسياري  از ديگر موارد قابل
ر كمتري ) مقادي90/0هاي (پوسته با لايه هاي مربوط بهفركانس

ل ه دليبين انسبت به پوسته تك لايه همگن و با همان ابعاد دارند و 
بر است كه در يك ضخامت معين در پوسته تك لايه، دو برا آن

م ير مستقي) الياف صفر درجه وجود دارد و به جهت تأث90/0دولايه (
تك  ها در سفتي و درنتيجه فركانس طبيعي مقادير بالاتري درآن

  شود.لايه مشاهده مي
خاص درصد اختلاف بين  /aو  h/aهمچنين در يك نسبت 

و حل دقيق در حالت كامپوزيت دولايه نسبت  RHOST12تئوري 
عنوان مثال در كه بهطوريبه حالت تك لايه همگن كمتر است. به

/aو  h/a = 0.05هاي نسبت = در حالت تك لايه همگن  1
به  PSDTو  RHOST12درصد اختلاف با حل دقيق براي تئوري 

براي حال  و در همين شرايط است %87/5و  %75/2ترتيب برابر با 
تقليل پيدا  %13/2و  %08/1) اين اختلاف به ترتيب به 90/0دولايه (

  كند.مي
 /h/a, aهاي مختلف و به ازاي مقادير متفاوت مقايسه پارامتر فركانس براي پوسته دو انحنائي تك لايه همگن بين تئوري -2جدول 

a/ Theory  h/a = 0.05  h/a = 0.1 h/a = 0.15  

1 

3-D ]19[  21403/1 0٫00 42872/1 0٫00 60041/1 0٫00 RHOST12  2474/1 75/2 51157/1 8/5 71792/1 34/7 PSDT ]19[  28525/1 87/5 60538/1 36/12 84/983/1 58/15 FEM  18613/1 3/2 - 44249/1 96/0 64386/1 71/2 
 

   

5/0 
3-D]19[  87702/0 00/0 29295/1 0٫00 58068/1 00/0 RHOST12  89178/0 68/1 32211/1 26/2 61847/1 39/2 PSDT]19[  90697/0 41/3 35302/1 65/4 65888/1 95/4 FEM  88479/0 89/0 31337/1 58/1 60836/1 75/1 
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25/0 

3-D ]19[  76111/0 00/0 25859/1 0٫00 58279/1 00/0 RHOST12  76599/0 64/0 2666/1 64/0 59231/1 6/0 PSDT ]19[  77049/0 23/1 27445/1 26/1 60196/1 21/1 FEM  7585/0 34/0 - 25412/1 36/0 - 57758/1 33/0 - 
 

 
 

 

1/0 

3-D ]19[  7246/0 00/0 24896/1 0٫00 58396/1 00/0 RHOST12  7259/0 18/0 25071/1 14/0 58493/1 06/0 PSDT ]19[  72654/0 27/0 25094/1 16/0 5852/1 08/0 FEM  72137/0 45/0 - 24281/1 49/0 - 57594/1 51/0 - 
 

  
 

  تئوري مورد بررسي))-]19[(/ ]19[( ×100*درصد تفاوت: 
  

 /h/a, aهاي مختلف و به ازاي مقادير متفاوت ) بين تئوري90/0مقايسه پارامتر فركانس براي پوسته دو انحنائي دولايه ( -3جدول 

a/ Theory  h/a=0.05 h/a=0.1 h/a=0.15  

1 

3-D  29835/1 00/0 39974/1 00/0 51936/1 0 RHOST12  1٫31231 08/1 44662/1 35/3 60418/1 58/5 PSDT  32595/1 13/2 49075/1 5/6 68141/1 67/10 FEM  34359/1 48/3 46102/1 38/4 59203/1 78/4 
 

   

5/0 
3-D  79577/0 00/0 05528/1 00/0 31111/1 00/0RHOST12  80348/0 97/0 07733/1 09/2 34799/1 81/2PSDT  81059/0 86/1 09708/1 96/3 38083/1 32/5FEM  80173/0 75/0 07027/1 42/1 3341/1 75/1



  
  

    
  

 
   

 

  ژوهشي علوم و فناوري فضاييپ -فصلنامة علمي يافتهتعميمتبه بالايهاي مشبك كامپوزيتي دو انحنايي با استفاده از يك تئوري مرتحليل ارتعاشات آزاد پوسته
15 / ) 50(پياپي  1401بهار  /1شمارة  / 15دورة 

a/ Theory  h/a=0.05  h/a=0.1 h/a=0.15  
 

   

25/0 

3-D  57419/0 00/0 93637/0 00/0 25032/1 00/0 RHOST12  57758/0 59/0 94549/0 97/0 26659/1 3/1 PSDT  58038/0 08/1 95306/0 78/1 28092/1 45/2 FEM  57283/0 24/0 - 93311/0 35/0 - 24601/1 34/0 - 
 

   

1/0 

3-D  49127/0 00/0 89912/0 00/0 23249/1 00/0 RHOST12  49269/0 29/0 90363/0 5/0 24207/1 78/0 PSDT  49361/0 44/0 90679/0 85/0 25034/1 45/1 FEM  48949/0 36/0 - 89478/0 48/0 - 22628/1 5/0 - 
 

   
  

هاي اين بخش پارامتر شايان ذكر است كه در تمامي شكل
 صورت زير انتخاب شده است:فركانسي به

)54(̄ = �2/ 12 

ترين پارامتر فركانسي را برحسب ) تغييرات كوچك5شكل (
/، a/b = 1به ازاي  h/aنسبت ضخامت به طول  =  و 1

a/ = /1 40 ,10 ,1 =هاي ارتوتروپي براي نسبت  2 2 
و  HOST12دهد. نتايج در اين شكل براي دو تئوري نمايش مي

RHOST12 طور كه در شكل ملاحظه ماناند. همحاسبه شده
با شيبي يكنواخت به ازاي  h/aشود، پارامتر فركانسي با افزايش مي

شود يابد. همچنين ديده ميهاي مختلف ارتوتروپي افزايش مينسبت
كه پارامتر فركانسي با افزايش نسبت ارتوتروپي مقدار بالاتري به 

  گيرد.خود مي

و به  /رحسب ترين پارامتر فركانسي بتغييرات كوچك
/a/b = 1 ،aازاي  = هاي مختلف براي نسبت h/a = 0.3و  2

/1ارتوتروپي  ) مورد بررسي قرار گرفته است. اختلاف 6در شكل ( 2
/1 40 =در نسبت  RHOST12و  HOST12بين دو تئوري  2 

/سي از شيب تغييرات پارامتر فركان شود.وضوح ديده ميبه =

/ابتدا روند افزايشي دارد و بعد از عبور از  1− = نرخ افزايش  0
) تغييرات پارامتر فركانسي برحسب شماره مود 7در شكل ( شود.كم مي

(n)  و به ازايh/a = 0.3 ،a/b = 1 ،/ = /aو  1 = ترسيم   3
هاي مختلف ارتوتروپي با ه براي نسبتدهد كشده است. شكل نشان مي

يابد. ضمن اينكه در شماره افزايش شماره مود پارامتر فركانسي افزايش مي
 RHOST12و  HOST12مودهاي بالاتر درصد اختلاف بين دو تئوري 

  گردد.بيشتر مي

  
براي  h/aترين پارامتر فركانسي برحسب نسبت تغييرات كوچك -5شكل 

  مختلفهاي ارتوتروپي نسبت
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براي  /  ترين پارامتر فركانسي برحسب نسبتتغييرات كوچك -6شكل 

  هاي مختلف ارتوتروپينسبت

  
 ويطي مختلف تغييرات پارامتر فركانسي برحسب شماره مودهاي مح -7شكل 

  مختلف ارتوتروپي هايبه ازاي نسبت

نسي ترين پارامتر فركا) تغييرات كوچك10و  9، 8هاي (شكل
/1را برحسب تغييرات نسبت ارتوتروپي  و به ترتيب براي  2

دهند. تمامي نشان مي h/aو  /a/b ،aهاي مقادير مختلف نسبت
ها گوياي اين نكته است كه با افزايش نسبت ارتوتروپي شكل

  كند.تغييرات پارامتر فركانسي كاهش پيدا مي

  
براي  /متر فركانسي برحسب نسبت ترين پاراتغييرات كوچك -8شكل 

  a/rxهاي نسبت

  
براي  2E/1Eترين پارامتر فركانسي برحسب نسبت تغييرات كوچك -9شكل 

  a/b هاينسبت

  
براي  2E/1Eترين پارامتر فركانسي برحسب نسبت تغييرات كوچك -10شكل 

  h/a  هاينسبت

كانسي برحسب ترين پارامتر فر) تغييرات كوچك11در شكل (
/a/b = 5 ،aنسبت ارتوتروپي و به ازاي  /  براي  h/a = 0.3و  2 =  = طور كه ملاحظه نشان داده شده است. همان 1,1−

پارامتر فركانسي در  4هاي ارتوتروپي كمتر از شود به ازاي نسبتمي / = /كمتر از  1 = د از آن اين روند ، ولي بعاست 1−
  گردد.معكوس مي

  
براي  2E/1Eترين پارامتر فركانسي برحسب نسبت تغييرات كوچك -11شكل 

  /هاي نسبت
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  هاي مشبك دو انحنائيپوسته
ها و طور كه قبلاً گفته شد به دليل تفاوت در خواص ريبهمان

تي يكنواخبايست توسط يك تابع توزيع، اين عدم مواد پركننده مي
 ه ايند كموجود در سفتي و جرم پوسته مشبك را در محاسبات وارد كر

وردن آاي هويسايد انجام گرفت، سپس با به دست امر توسط تابع پله
  هاي طبيعي استخراج شد.هاي سفتي و جرم، فركانسماتريس

راي بظر با توجه به اطلاع نويسنده بر عدم وجود پژوهش متنا
ج حل ئوري حاضر با نتايتآمده از  دست بهقادير گذاري ناگزير مصحه

  شد.عددي مقايسه 

  هاي ايزوتروپيكپوسته مشبك با ريب
νصورت ايزوتروپيك (ها بهدر اين قسمت خواص ريب = 0.3 (

همچنين ابعاد پوسته مشبك بر حسب ميلي  .شودنظر گرفته ميدر
= صورت زير است:متر به 120 120   = = 200   

� = 6   
� = � = 1.9   
� = � = 4   

نائي انح ته دوها در يك پوسدر ابتدا براي اينكه اثر ابعاد حفره
د، در هاي دريافتي از اعمال تئوري پوسته اطلاع حاصل شوبر پاسخ
ده و شي با ابعاد متفاوت ايجاد هاياي با ابعاد مشخص حفرهپوسته

 ضر درحا ا نتايج به دست آمده از تئورينتايج حاصل از حل عددي ب
  اند.) مقايسه شده4جدول (

ي مطابق با نتايج به دست آمده درصد اختلاف بين تئور
RHOST12  ر با براب062/0و تحليل المان محدود براي نسبت ابعاد

  د.خواهد بو %8/17برابر با  17/0و براي نسبت ابعاد  32/2%
جام د آباكوس انالمان محدوافزار حل عددي با استفاده از نرم

اي گره 20پذيرفت. المان استفاده شده در تحليل، از نوع 
)C3D20Rها و مواد پركننده با رنگ ) ريب12باشد. در شكل () مي

  افزار آباكوس نشان داده شده است.متفاوت در نرم

  

 افزار كتياشده در نرم سازيمدلپوسته مشبك دو انحنائي  -12شكل 

منظور بررسي اثر نسبت چگالي پركننده به چگالي ت بهدر اين قسم
ريب و مدول يانگ پركننده به مدول يانگ ريب بر دقت نتايج، 

عنوان ، به120×120بر روي پوسته با ابعاد  50×50اي با ابعاد حفره
 شود.ناحيه مربوط به مواد پركننده در نظر گرفته مي

اده پركننده هاي مختلف چگالي مفركانس طبيعي براي نسبت
) ارائه شده است. در اين جدول كه 5به چگالي ريب در جدول ( = افزايش  دهد كه كاهش نسبت نتايج نشان مي است، 1

فركانس طبيعي را در پي خواهد داشت. همچنين با كاهش اين 
بين نتايج حل نسبت و نزديك شدن آن به صفر درصد اختلاف 

  عددي و تئوري حاضر افزايش خواهد يافت.
) فركانس طبيعي براي مقادير مختلف نسبت 6در جدول (

مدول يانگ ماده پركننده به مدول يانگ ريب آمده است. در اين 
=جدول  شود با كاهش طور كه مشاهده ميو همان است 1
  فركانس طبيعي نيز با كاهش مواجه خواهد شد. نسبت 

هاي ها بر پاسخمنظور بررسي تأثير افزايش تعداد خانهاكنون به
شود. فركانس افزايش داده مي 15×15ها به حاصله، تعداد خانه
هاي مختلف چگالي ماده پركننده به چگالي ريب طبيعي براي نسبت

دهد كه كاهش نشان مي) ارائه شده است. اين نتايج 7در جدول (
  افزايش فركانس طبيعي را در پي خواهد داشت. نسبت 

) فركانس طبيعي براي مقادير مختلف نسبت 8در جدول (
طور مدول يانگ ماده پركننده به مدول يانگ ريب آمده است. همان

ركانس طبيعي نيز ف شود با كاهش نسبت كه مشاهده مي
  كاهش خواهد يافت.

  هاي ارتوتروپيكپوسته مشبك با ريب
هاي ارتوتروپيك، در اين منظور بررسي پوسته مشبك با ريببه

شود و اثر نسبت اي با خواص ماده زير در نظر ميقسمت پوسته
ددي ل عحارتوتروپي در سه مود ابتدايي بين نتايج تئوري حاضر و 

=  شود.مقايسه مي 1   = = 0.25   = = 1   

 مقايسه تأثير ابعاد حفره در پوسته دو انحنائي بر فركانس طبيعي -  4جدول 

ابعاد حفره
 (1,1)=(m,n) (HZ) فركانس طبيعي ابعاد كل پوسته

حفره ابعاد
پوسته كل ابعاد

 
تحليل المان محدود تئوري ارائه شده تحليل المان محدود  (1,1)=(m,n)(HZ)فركانس طبيعي تئوري ارائه شده

000822/0 000886/0 بدون حفره 062/0 000868/0 000884/0
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ابعاد حفره
 (1,1)=(m,n) (HZ) فركانس طبيعي ابعاد كل پوسته

حفره ابعاد
پوسته كل ابعاد

 
تئوري ارائه شده تحليل المان محدود  (1,1)=(m,n)(HZ)فركانس طبيعي تحليل المان محدود  تئوري ارائه شده

 
 

17/0 
000846/0 000997/0

69/0 
000928/0 000792/0 

 
 

 
  

ل المان محدود نس طبيعي بين نتايج تئوري حاضر و حمقايسه فركا -5جدول 
 / هاي مختلفي با يك حفره و به ازاي نسبتدر پوسته دو انحناي

(1,1)=(m,n)(HZ) فركانس طبيعي
تحليل المان محدود تئوري ارائه شده  درصد اختلاف

1 000886/0 000822/0 22/7
9/0 00089/0 000844/0 17/5 -
8/0 000895/0 000867/0 13/3 -
5/0 000909/0 000952/0 73/4
3/0 000918/0 001025/0 66/11
1/0 000927/0 001118/0 6/20

0 000931/0 001175/0 21/26

مقايسه فركانس طبيعي بين نتايج تئوري حاضر و حل المان محدود  -6جدول 
  / هاي مختلفو نسبت =ئي با يك حفره و به ازايدر پوسته دو انحنا

(1,1)=(m,n)   (Hz)فركانس طبيعي 
تحليل المان محدود تئوري ارائه شده  درصد اختلاف

1 000886/0 000822/0 22/7 -
9/0 000884/0 000819/0 35/7 -
8/0 000881/0 000815/0 49/7
5/0 000871/0 000804/0 69/7 -
3/0 000859/0 000798/0 1/7 -
1/0 00081/0 000744/0 15/8 -
01/0 000776/0 000735/0 28/5 -

مقايسه فركانس طبيعي بين نتايج تئوري حاضر و حل المان محدود  -7جدول 
  / هاي مختلفو نسبت =در پوسته مشبك دو انحنائي و به ازاي

 (Hz) فركانس طبيعي   (m,n)=(1,1)  درصد اختلاف تئوري ارائه شده تحليل المان محدود

1 000886/0 000822/0 22/7-
9/0 000913/0 000846/0 34/7-
8/0 000942/0 000874/0 22/7-
5/0 001051/0 000974/0 33/7-
3/0 00115/0 001061/0 74/7-
1/0 001282/0 001182 8/7-

0 001367/0 001261/0 75/7-

مقايسه فركانس طبيعي بين نتايج تئوري حاضر و حل المان محدود  -8جدول 
  /هاي مختلفدر پوسته مشبك دو انحنائي و به ازاي نسبت

 (1,1)=(m,n) (HZ)   فركانس طبيعي 
درصد اختلاف تئوري ارائه شده تحليل المان محدود 

1 000886/0 000822/0 22/7 -

9/0 00086/0 000802/0 74/6 -
8/0 000831/0 000781/0 02/6 -

5/0 000722/0 000713/0 25/1 -

3/0 000615/0 000666/0 29/8

1/0 000424/0 000607/0 16/43

  ) است:13صورت شكل (همچنين ابعاد پوسته مشبك نيز به
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  نمايش پارامترهاي هندسي بر روي پوسته -13شكل

ها ) كه برخلاف موارد قبلي جنس ريب9در جدول (
 هاي ارتوتروپي، سه مود ابتدايي براي نسبتاستارتوتروپيك 

مختلف بين نتايج حاصل از تئوري حاضر و حل به كمك المان 
  اند.دود باهم مقايسه شدهمح

دهد كه با افزايش نسبت ارتوتروپي و افزايش نتايج نشان مي
  كند.شماره مود، فركانس طبيعي نيز افزايش پيدا مي

  /هاي مختلفمقايسه فركانس طبيعي بين نتايج تئوري حاضر و حل المان محدود در پوسته مشبك دو انحنائي و به ازاي نسبت -9جدول 

(m=1)(Hz)فركانس طبيعي   
1 n =   2n = 3 n =  

 
FEM درصد  تئوري حاضر

FEM اختلاف تئوري حاضر درصد 
اختلاف FEM درصد  تئوري حاضر

 اختلاف
1 000866/0 000822/0 08/5 - 000986/0 001013/0 74/2 00139/0 001493/0 41/7

2 000885/0 000839/0 2/5 - 001026/0 001024/0 19/0 - 001465/0 001501/0 46/2

3 000901/0 000855/0 11/5 - 00106/0 001035/0 36/2 - 00153/0 001509/0 37/1 -

4 000915/0 000872/0 7/4 - 001089/0 001046/0 95/3 - 001586/0 001517/0 35/4 - 
10 00097/0 000952/0 8 001217/0 001101/0 53/9 - 001843/0 001561/0 3/15 -

 
  

  
  گيريتيجهن

شود كه در ابتدا با هاي كامپوزيتي با دو انحناء، مشاهده ميدر پوسته
/پارامتر فركانسي به ازاي  / افزايش نسبت ارتوتروپي  = 1 

/مقادير بالاتري را نسبت به  = از آن پارامتر دارد و بعد  1−
/فركانسي در  = /كمتر از  1 = گردد. همچنين در مي 1−
  يابد.پارامتر فركانسي افزايش مي ،/aو  h/aها با افزايش اين پوسته

شود كه با افزايش نسبت ارتوتروپي همواره ملاحظه مي هاي بالاتر كند و در نسبتپارامتر فركانسي افزايش پيدا مي / 
  يابد.اين تغييرات كاهش مي
هاي مشبك مشخص شد كه با افزايش نسبت در مورد پوسته

ابعادي حفره به ابعاد كل پوسته نتايج حاصل از تئوري حاضر و حل 
دهد كه كنند و اين نشان ميعددي اختلاف زيادي باهم پيدا مي

ت، در محدوده تئوري مذكور كه اصولاً يك تئوري پوسته اس
  مشخصي قادر به پاسخگويي در سازه مشبك است.

هاي مشبك، گوياي اين مطلب است مشاهدات در مورد پوسته
كل پوسته، دقت ها نسبت بهها در آنكه با افزايش نسبت تعداد خانه

رود و بنابراين در تئوري حاضر در مقايسه با حل عددي بالاتر مي
  ته بايد مدنظر قرار گيرد.استفاده از اين تئوري، اين نك

هابي با جنس غيرهمسانگرد، مشاهده هاي مشبك با ريبدر پوسته
كند؛ شد كه با افزايش نسبت ارتوتروپي فركانس طبيعي افزايش پيدا مي

  شود.علاوه با افزايش شماره مودها نيز اين افزايش مشاهده ميبه

  تعارض منافع
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