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In this research, second order level set method for simulation of grain burn-back 
analysis is presented and compared with the first order level set according to 
discretisation technique, accuracy , and CPU time. In this manner and at the first step, we 
describe total necessities of level set method that are grid generation, minimum distance 
function calculation, relative condition estimation, ballistic characteristics calculation, 
and obtaining results. Then, at the second step, we  improve forth necessity of level set 
method by second order model. For validation of presented model, we consider many type 
of simple and complex grains and evaluate grain burn-back analysis. The obtained results 
indicate that second order model is more accurate than the first order model for 
simulation of complex grains. But, at the simple grains with more CPU time related to 
second order model, accuracy of two models are similar. A compromise between 
accuracy and CPU time suggest that one can use second order model for simulation of 
complex grains and first order model for simulation of simple grains. 
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ازي ستراز مرتبة دوم شبيهموتورهاي سوخت جامد با روش سطوح هم هاي دوبعديدر اين تحقيق، پسروي گرين
تراز مرتبة اول مقايسه سازي، ميزان دقت و زمان اجرا با روش سطوح همحوة پيادهشده و اين روش از نظر ن

تراز و با هدف تحليل پسروي، الگوريتمي شده است. بدين منظور، با درنظرگرفتن الزامات كلي روش سطوح هم
اي هبندي، محاسبة تابع حداقل فاصله، تعيين وضعيت نسبي، محاسبه مشخصهمتشكل از پنج گام شبكه

روزرساني تابع فاصله كه در گام چهارم رخ شود. سپس در مرحلة بهنتايج طراحي مي استخراجبالستيكي و 
براي  شود.دهد، در يك مرحله از معادلات مرتبة اول و در مرحلة بعد از معادلات مرتبة دوم استفاده ميمي

ه ضلعي در نظر گرفته شده و نتايج بشاي، چهارضلعي و شاعتبارسنجي، ابتدا پسروي سه گرين سادة استوانه
ده، شود؛ سپس با درنظرگرفتن چند گرين كاربردي پيچيازاي دو شبكة ريز و درشت با نتايج تحليلي مقايسه مي

مده نشان دست آنتايج بهشود. متقابل هندسة گرين، نوع سوزش، روش تحليل و دقت نتايج سنجيده مي ريتأث
هاي پيچيده، دقت بالاتري نسبت به روش مرتبة اول مرتبة دوم در تحليل گرينتراز دهد روش سطوح هممي

ا بشود. بنابراين، هاي ساده با وجود زمان اجراي بالاتر، تفاوت چشمگيري در نتايج ديده نميدارد، اما در گرين
 وش مرتبة اولهاي ساده با رشود كه تحليل پسروي گريني بين زمان اجرا و دقت حل، پيشنهاد ميامصالحه
  هاي پيچيده با روش مرتبة دوم صورت پذيرد. و گرين

 تراز، روش مرتبة اول، روش مرتبة دومتحليل عددي، پسروي گرين، سطوح همهاي كليدي: واژه

  12علائم و اختصارات
    سطح مقطع گذرگاه جريان

   مشتق پيشرو مرتبه اول
   مرتبه اول پسرومشتق 

  xمشتق پيشرو (پسرو) مرتبه دوم در راستاي
  yمشتق پيشرو (پسرو) مرتبه دوم در راستاي

 xمشتق مركزي مرتبه دوم در راستاي
 yمشتق مركزي مرتبه دوم در راستاي

  اوشر براي تقريب عددي شار -روش اينكوييست
  تابع سرعت حركت مرز در جهت قائم

_______________________________                                     _________________________________________ 
  . كارشناس ارشد 1

    تابع شار عددي
    اوشر -تابع شار عددي روش اينكوييست

    هميلتونين
    تراز مرتبه دومتابع سوئيچ روش سطوح هم

  هاي گرينتعداد پره
   بردار يكه عمود بر منحني

    محيط سوزش

    شعاع موتور 
    نرخ پسروي گرين

    ضخامت جان گرين
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    ترازتابع سطوح هم
  شعاع انحناي گرين

  اي گريننسبت زاويه
 پارامتر مستقل گرين ستاره 7يكي از

) درختياي گرين شاخهپارامتر زاويه )  

  مقدمه

با شروع احتراق در يك موتور سوخت جامد، سطح اولية گرين در 
كند و هندسة گرين را جهت عمود بر سطح سوزش پسروي مي

كند؛ بنابراين، طي عملكرد موتور، سطح سوزش تغيير مي خوشدست
  كنند.همواره تغيير ميو حجم محفظة احتراق، 

بررسي پارامترهاي جريان داخل موتور موشك اعم از فشار،  منظوربه
چگالي، سرعت، دما و ...، بايد معادلات جريان در داخل محفظة احتراق 
موتور حل شود؛ از آنجاكه حجم كنترل مربوط به حلگر جريان، همان سطح 
گذرگاه جريان يا حجم محفظة احتراق است و اين سطح طي زمان عملكرد 

قيق بيني ددر حال تغيير است، بنابراين، پيشگرين) موتور (پسروي 
خصوصيات جريان داخل موتور منوط به تعيين دقيق مساحت سطح سوزش 

  ].1و  2و حجم كنترل جريان در هر لحظه است [
ك ي صرفاًتحليل پسروي گرين، در واقع بررسي مرز متحرك و 

 ،تحليل رياضي و عددي است. بنابراين، تغيير شكل هندسي گرين
نظر از جريان داخلي و اثرات حرارتي انجام شده و اطلاعات صرف

آمده از تحليل پسروي براي تحليل بالستيك داخلي موتور  دستبه
  ].3گيرد [مورد استفاده قرار مي

]، ترسيمي و 4به طوركلي، پسروي گرين به سه روش تحليلي [
و  تحليليهاي عددي قابل بررسي است؛ به دليل عدم توانايي روش

محدود  هايهاي با اشكال پيچيده و قابليتترسيمي در بررسي گرين
هاي روش هاي عددي استفاده شود.اين دو روش، بهتر است از روش

مرز متحرك بين گاز و پيشران جامد را مورد بررسي  عموماًعددي 
(لاگرانژي)  3دهند و بر اين اساس به دو دستة كلي تعقيب مرزقرار مي
هاي تسخير مرز، شوند. در روش(اويلري) تقسيم مي 4مرز و تسخير

ير هاي معروف تسخمانند؛ روشطي گسترش مرز نقاط شبكه ثابت مي
  :عبارتند ازمرز 

  ]5[ 5گر و سلولروش نشان -
 ]6[  6روش حجم سيال -

_______________________________                                     _________________________________________ 
3. Interface Tracking Method 
4. Interface Capturing Method 
5. Marker and Cell Method 
6. Volume of Fluid Method: VOF 
7. Phase Field Method 
8. Level Set Method 
9. Saintout 

 ]7[ 7روش ميدان فازي -

 8ترازروش سطوح هم -

ين مطالعاتي در ابا توجه به اهميت مسئلة پسروي گرين همواره 
و همكارانش يك  9، ساينتوت1989در سال زمينه انجام شده است؛ 

يوتري را براي تحليل پسروي گرين به صورت تابعي از فاصله كامپكد 
و نرخ سوزش محلي ارائه دادند. اشكال اين روش اين بود كه فقط در 

  ].8هاي متقارن قابل كاربرد بود [هندسه
ر گارانش با استفاده از روش نشانو همك 10، هجل1994در سال 

هاي دوبعدي را انجام دادند. روش حل و سلول تحليل پسروي گرين
هاي متقارن را داشت و نتايج ها فقط قابليت كاربرد روي هندسهآن

  ].9دقت بالايي نداشتند [
و همكارانش با استفاده از روش  11، ويلكاكس2005در سال 

پسروي سطح سوزش گرين را انجام سازي شبيه تابع حداقل فاصله
دادند. نتايج نشان داد كه اين روش داراي دقت كافي و زمان محاسبة 
پذيرفتني است ولي اشكالي كه در نتايج ذكر شده، عدم پوشش 

  ].10[ بود هاي پيچيدههندسه
و همكارانش بالستيك داخلي موتور  12، فاويني2008در سال 

سازي كردند. در ) را شبيه14وگا (موتور مرحلة سوم لانچر 913زفيرو 
اين تحقيق براي تحليل پسروي از روش سطوح همتراز و براي 

هاي بالستيكي گرين از خواص توابع ضمني استخراج مشخصه
(استفاده از توابع هويسايد و دلتاي ديراك) استفاده شده است. در اين 

د ش هاي تجربي مقايسههاي بالستيكي موتور با دادهتحقيق مشخصه
  ].11كه توافق خوبي را نشان دادند [

و همكارانش يك كد عددي به نام  15كاواليني ،2011در ســال 
"16GREG" ها با را بر اســاس روش سطوح همتراز ارائه كردند. آن

ــتيك داخلي موتور، به تحليل  لينك كردن اين كد با كد تحليل بالسـ
ــة نتـايج خود بـا ن        تايج جريـان داخـل موتور پرداختنـد و بـا مقـايسـ

 ].12دست آوردند [هايي با دقت بالا بهآزمايشگاهي جواب

 بعدي، قاسمي و برخوردار پسروي چند گرين سه2012در سال 
سازي شبيه مرتبه اولتراز كاربردي را به كمك روش سطوح هم

سازي سوزش غيربكنواخت و تغيير كردند. در اين تحقيق با مدل
تراز بالاي روش سطوح هم هايشرايط مرزي اتمام سوزش، توانايي

  ]. 13نشان داده شده است [

10. Hejl 
11. Willcox 
12. Favini 
13. Zefiro 9 
14. Vega 
15. Cavallini 
16. Grain Regression Model 
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 هاي، مشيراستخاره و همكارانش با تركيب روش2012در سال 
تراز مرتبه اول توانستند به دقت بالايي در المان برشي و سطوح هم

  ]. 14تحليل پسروي گرين دست يابند [
، قيصري و ميرساجدي با دو هدف كاهش زمان 2013در سال 

فزايش دقت حل، الگوريتم تحليل پسروي با روش سطوح اجرا و ا
  ].15تراز مرتبه اول را بهبود دادند [هم

از بررسي منابع مختلفي كه در زمينة تحليل عددي پسروي 
اند، دو نكته قابل استفاده است؛ اول اين كه بين گرين فعاليت داشته

ر هاي اخيتراز در سالسطوح همتسخير مرز هاي عددي، روش روش
بسيار مورد توجه محققان قرار گرفته و دقت بالايي را در پيگيري مرز 
از خود نشان داده است و نكته دوم اينكه در همة مطالعات گذشته 
تنها روش سطوح مرتبه اول مورد توجه قرار گرفته و روش مرتبه دوم 
بررسي نشده است. با توجه به اين موارد، در اين تحقيق، معادلات 

سازي شده و نتايج حاصله از نظر دقت و زمان اجرا نيز پيادهمرتبة دوم 
  شوند.با نتايج معادلات مرتبة اول مقايسه مي

  تئوري و معادلات حاكم
هاي تسخير مرز است اي از روشتراز، زيرمجموعهروش سطوح هم

كه در آن شبكه محاسباتي ايجاد شده بر روي جريان ثابت بوده و 
  شوند. تسخير ميذرات جريان توسط شبكه 

 تراز، درنظرگرفتن موقعيت اولية مرزهمح وروش سط ياصل يدةا
براي  .است φ با بعد بالاتر تابع يكاز  ،صفرتراز سطح يك به عنوان 

و تركيب سطح  φدست آوردن معادلة حركت اين تابع سطح تراز به
با توسعة مرز، ابتدا لازم است كه مقدار سطح تراز يك  φتراز صفر 

  روي مرز صفر باشد از اين رو: جزء
)1( ( ( ), ) 0x t t  

  توان نوشت:اي ميو با استفاده از قانون مشتق زنجيره
)2( ( ( ), ). ( ) 0t x t t x t    

سرعت حركت مرز در جهت عمود بر آن و به  Fاز آنجا كه 
)سمت بيرون است و ).x t n F كهn    ،بنابراين ،

  آيد:دست ميبه صورت زير به φمعادله توسعه مرز 
0t, شرايط اوليه )3( F    ( , 0)x t  

ان است كه توسط ستي وابسته به زمان ترازاين رابطه سطوح هم
  . ]16[ ارائه شده است

) 2ابتدا رابطه ( تراز،روش سطوح هم ةمعادل تقريب عددي براي
   شود:به شكل عمومي معادله هميلتونين نوشته مي

)4(  ( , ) 0t x yH    
  شود:در معادلة فوق هميلتونين به صورت زير تعريف مي

)5(  2 2( , )H u v u v  

)2شود كه در اين صورتبعدي بررسي ميابتدا حالت يك )H u u و
( ) 0t xH  .خواهد بود  

به  هايپربوليك بقاءقانون از طرف ديگر فرم يك بعدي و اسكالر 
گرفته شده و با استفاده از تقريب اختلاف محدود  در نظر) 6صورت رابطه (

پيشرو براي ترم اول و تقريب اختلاف محدود مركزي براي ترم دوم 
  شود.) بازنويسي مي7قاء به صورت رابطه (معادله ب

)6( [ ( )] 0t xu G u  
)7(  

1
1 1( , ) ( , )n n n n n n

i i i i i iu u g u u g u u

t x


  

 
 

 
به تابع شار  يتنها اختلاف مركز)، 7( ةراست رابط در سمت

؛ بنابراين، وقتي اندازة شبكه به سمت صفر شده است اعمال gي عدد
)ميل كند، , ) ( )g u u G uشود.مي  

xuشودفرض مي تراز،سطوح هممعادله  براي حل  در اين ،
  توان نوشت:صورت مي

)8( ( ) 0t H u   
1nدست آوردن) براي به1با توجه به شبكة محاسباتي شكل (

i
 

nبايد
i  متعاقباًو ( )n

iH u معلوم باشند. بدين منظور براي( )n
iH u 

تعيين شده، استفاده  gاز يك مقدار تقريبي كه توسط تابع شار عددي 
  شود: مي

)9( 1/ 2 1/ 2( ) ( , )i iH u g u u  

  

  از طريق هميلتونين عددي.φ روزرسانيبه -1 شكل
  

 يهادر وســط ســلول u يرمقاد محاســبة يمانده،باقتنها پارامتر 
xuز آنجا كها ؛است يمحاسبات  ، براي يافتن مقادير جديد از يك

بنابراين با استفاده از  .شـود مي اسـتفاده  φدر  يمركز اختلاف يبتقر
  ) رسيد.10توان به رابطة () مي1شكل (

)10(  1 1 1( , )
n n n n

n n i i i i
i i tg

x y

   
    

 
 

 
ــار بايد بهدر ادامه، م  شــكلاي انتخاب شــوند كه گونهقادير ش

ارضــا شــود و علاوه بر آن  زين نظمييب طيمعادله حفظ و شـرا  ييبقا
 يكيشود.  جاديا يوستگيجواب هموار با دقت بالا و به دور از ناپ كي
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) EO( اوشر -ستييشـار روش انكو  يعدد هايبيتقر نترياز سـاده 
)2معادلة برگرز كه در آنبراي  EOبا كاربرد روش  .است )G u u ،

  تابع شار به صورت زير خواهد شد:
)11( 2 2

1 2 1 2( , ) (max( ,0) min( ,0) )EOg u u u u  
)2گرفتن هميلتونين  درنظربنابراين با  )H u u  و با استفاده

  توان نوشت:) مي11از رابطة (
)12(   

 توسـط ستيان ارائه شـده  بعدي تراز يكسـطوح هم  رابطه، روش ينا
ــدر هر بعد فضــا متقارن  يلتونينكه هميتا زمان و] 16اســت [ د، باش

 تواند به كار گرفته شود.براي هر متغير در ابعاد ديگر مي

با بعدي، دسـت آوردن معادلة سـطوح همتراز در فضاي دو  براي به
)، معادله هميلتونينFدر نظر گرفتن تابع سرعت  , ) 0t x yH    

  به صورت زير تقريب زده خواهد شد:

)13(  
, 1, 1, ,1

, ,

, , 1 , 1 ,

( , ,

, )
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  خواهد شد:  EOبا كاربرد روش  و

)14(  
2 2

1 2 1 2 1 2

2 2
1 2

( , , , ) (max( ,0) min( ,0)

max( ,0) min( ,0) )

g u u v v u u

v v

 

 
 

تراز دوبعدي را به در نهايت، ستيان شكل كلي معادلة سطوح هم
 صورت زير ارائه كرد:

)15(  1
, , (max( ,0) min( ,0) )n n

i j i j t F F        

  تراز مرتبة اولسطوح هم
با استفاده از  و تراز مرتبة اول دو پارامتردر روش سطوح هم

  شوند:) جايگذاري مي15) تعريف و در رابطة (16رابطة (

)16(  

2 2
, , , ,

2 2 0.5
, , , ,

[max( ,0) min( ,0)

             max( ,0) min( ,0) ]

x n x n
i j i j i j i j

y n y n
i j i j i j i j

D D

D D
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[max( ,0) min( ,0)

             max( ,0) min( ,0) ]

x n x n
i j i j i j i j

y n y n
i j i j i j i j

D D
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  تراز مرتبة دومطوح همس
له توان معادمي ي،نوســانيرغاز افزايش دقت در مســائل  گيريبا بهره

اين روش  در ].17[داد بالاتر گسترش را براي مرتبه  ترازسـطوح هم 
ــخ يكهر زمان  ــوك تش ــ يصش حل متوقف د خود به خود وداده ش

ــده ــانات   ينا يردر غ و ش ــورت نوس  بالاتر حداقل ةمرتب يبتقر باص
) است، با اين تفاوت 15رابطة ( شـود. شكل كلي اين روش همان مي
  شوند:به صورت زير تعريف ميو كه

)17( 

2 2

2 2 1/2

[max( ,0) min( ,0)

               max( ,0) min( ,0) ]

A B

C D

   


 

2 2

2 2 1/2

[max( ,0) min( ,0)

              max( ,0) min( ,0) ]

B A

D C

   


 

  شوند:) محاسبه مي18( به كمك روابط Dو  A ،B ،Cكه 

)18(  

m( , )
2
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2

x x x x x
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  شود:يف مي) تعر19يچ به صورت رابطة (تابع سوئ در اين روابط

)19(   

  سازي پسروي گرينشبيه
 هاي دوبعدي با روش سطوحالگوريتمي كه براي تحليل پســروي گرين

  ].14و 15پنج گام تشكيل شده است [شود، از تراز استفاده ميهم

  بنديشبكه -1گام
در اين گام ابتدا، اطلاعات شبكة پورت (شبكه اوليه) كه بيرون از كد 

يك  به صورتافزار توليد شبكه ايجاد شده، اصـلي و توسـط يك نرم  
ة هاي شبكبندي داده. ســپس با طبقهشـود فايل عددي فراخواني مي
ــفحه اوليه، ابعاد گرين تعيين مي ــاس در ص ــود و بر اين اس ه اي كش

  شود.موتور در آن واقع شده يك شبكه كارتزين ايجاد مي

  تعيين تابع حداقل فاصله -2گام
تراز، ابتدا لازم است موقعيت براي تحليل پسروي با روش سطوح هم

اوليه مرز يا سطح تراز صفر تعيين شود كه بدين منظور از تابع حداقل 
ة . براي تعيين تابع فاصله، فاصلة هر گرة شبكشودفاصله استفاده مي

اصلة شود و كمترين فكارتزين با تمام نقاط شــبكه اوليه محاسبه مي
محاســبه شــده به عنوان تابع فاصــله براي گره مورد نظر در شــبكه 

ــود و اين عمل براي كليه نقاط گرفته مي در نظر) ijكارتزين ( شـ
  شود.كرار ميشبكه ثانويه ت

  
  تعيين وضعيت نسبي نقاط -3گام

ة موقعيت هر يك از نقاط شبك ، بايدفاصــله تابعتعيين علامت براي 
ــود. اين كار به كمك   ــنجيده شـ ــبت به مرز گرين سـ كارتزين نسـ

1 2 2 1/2(max( ,0) min( ,0) )n n x x
i i i it D D     

0 0

( , )
0

xy

x if x ym x y
xy

y if x y
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شود. روش ضــرب خارجي انجام مي شــبكه اوليه ومثلثي هاي المان
پس از مشـخص شـدن وضـعيت نسـبي نقاط تابع فاصله با توجه به     

  :شودتصحيح مي يرز ينقوان
 حداقل  مقدار، باشــدشــبكه در داخل مرز واقع شــده  ةاگر نقط

 .شودضرب مي -1در  فاصله

 ــبكه در خارج از مرز ةاگر نقط ــد ش ــله  مقدار، باش حداقل فاص
 .ماندي ميباقبدون تغيير 

  ر ، حداقل فاصله صفگيردمرز قرار  روي اًقياگر نقطه شـبكه دق
 شود.گرفته مي درنظر

  هاي بالستيكي محاسبة مشخصه -4 گام
هاي بالستيكي سطح سوزش و مساحت با پسـروي گرين مشـخصـه   

كنند، بنابراين لازم اســـت در هر گام زماني گذرگاه جريان تغيير مي
 ابتدا ها محاسـبه شوند. بدين منظور در هر گام زماني اين مشـخصـه  

) 15تراز (رابطه ) به كمك معادله ســطوح همijمقدار تابع فاصــله (
شـود؛ سپس با استفاده از مقادير جديد تابع فاصله و  روزرسـاني مي به

ــاحت گذرگاه   ــوزش و مس ــطح س ــي پارامترهاي س روش المان برش
  ].14و 15[شود جريان محاسبه مي

  استخراج نتايج -5 گام
ــبكهدر انتهاي الگوريتم، داده ــده،  هاي مرتبط با ش ــكيل ش هاي تش

ــروي و زمان اجرا جمع ــتيكي، پروفيل پسـ  بندي وپارامترهاي بالسـ
  گردد.استخراج مي

با توجه به الگوريتم تشــريح شــده، تفاوت دو الگوريتم ســطوح 
روزرساني تابع فاصله و در نحوة به 4تراز مرتبه اول و دوم در گام هم

به تراز مرتسازي الگوريتم روش سطوح همبر اين اساس، پياده است.
  هاي زير تفاوت دارند:اول و دوم از جنبه

ــله تنها به كمك در روش مرتبـة اول به  - ــاني تابع فاصـ روزرسـ
گره) اما روش مرتبه دوم از  4ترين نقاط مجاور اســـت (نزديك

 ). 2شكل كند (نقاط بيشتري استفاده مي

 

  
  روش مرتبة دوم                            ب) روش مرتبة اول الف)         

  
 روزرساني تابع فاصلهنقاط مورد استفاده براي به -2 شكل

 
در روش مرتبـة اول مشـــتقـات پيشـــرو و پســـرو تنها شـــامل   -

, , ,  x y
i j i jD D    اســت، اما در روش مرتبة دوم علاوه بر مشــتقات

, مرتبة اول، مشـــتقات , , , ,   ,  , x x y y x x y y
i j i j i j i jD D D D         نيز

 سازي شود. بايد پياده

 چيتابع سوئ كيدوم  ةاول، در روابط مرتب ةمرتبروش بر خلاف  -
 .دشو يسازمدل ديكه با) 19(معادلة وجود دارد 

در  ،يپسرو در نقاط مرز اي شرويمشتق پ فيبا توجه به عدم تعر -
ــازيادهيپ ــبكه ثانو س ــه گروه  هيروش مرتبه اول نقاط ش به س

 ميتقســ يو نقاط عاد ي، نقاط گوشــه مرزيخطوط گوشــه مرز
ــونديم ــكل  ش اما در روش مرتبه دوم از آنجا كه الف)،  -3(ش

 وطه خطبه پنج گرو هيمرتبه مشـتقات بالاترند، نقاط شبكه ثانو 
ــه مرز ــه داخل ،يگوش ــه مرز ،يخطوط گوش نقاط  ،ينقاط گوش
  .ب) -3شوند (شكل يم ميتقس يو نقاط عاد يگوشه داخل

  

  
 الف) روش مرتبة اول                    ب) روش مرتبة دوم                

بندي نقاط شبكه ثانويه بر اساس تعريف مشتق پيشرو و گروه -3 شكل
  پسرو در هر گره

  

راز تسازي روش سطوح همبا توجه به موارد ذكر شده، بايد گفت پياده
تر از روش مرتبة اول است اما با هدف و پيچيده مرتبة دوم بسيار دشوارتر

  د.شوبهبود دقت و مقايسة نتايج با روش مرتبة اول، اين مهم انجام مي

 اعتبارسنجي و تحليل نتايج

تراز مرتبة دوم، ترين راه براي ارزيابي عملكرد روش سطوح هممنطقي
كه در ينامقايسة نتايج عددي اين روش با نتايج تحليلي است. با توجه به 

پسروي  براي توصيف اي تحليليرابطه هاي متداول دوبعدي،گرينبيشتر 
ات با مشخصضلعي اي، چهارضلعي و ششسه گرين استوانهوجود ندارد، 

  .]4شوند [مي انتخاب ) براي اعتبارسنجي1جدول (
ل ها دو دليعلاوه بر داشتن حل تحليلي، در انتخاب اين گرين

  است:توجه بوده مورد ديگر 
ضلعي داراي نقاط گوشه هستند و هاي چهارضـلعي و شش گرين -1

ــه از  ــوارترين نقاط در يك  نيترمهمپيگيري نقاط گوشـ و دشـ
ــوب مي  ــخير مرز محس ــوند، به طوري كه اگر يك روش تس ش
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روش عددي تســخير مرز بتواند نقاط گوشــه را با دقت پيگيري 
  ؛]17[بود كرده و دچار خطا نشود، روش عددي مطلوبي خواهد 

درجه) و پخ  120درجه)، متوسط ( 90با وجود سه نوع گوشة تيز ( -2
هر  يپسروها را در دقت گوشه ريتأثتوان اي) مي(گرين استوانه

  روش بررسي كرد. 

  ي مفروض براي اعتبارسنجيهامشخصات گرين -1جدول 

 نوع گرين
شعاع 
 خارجي

)mm( 

شعاع داخلي/
 طول ضلع

)mm( 

ضخامت
 جان

)mm( 

4170  111  اياستوانه
70 100  141 چهارضلعي

 70 20  90 ضلعيشش
  

)، تحليل عددي پسروي به 1هاي جدول (با در نظرگرفتن گرين
ازاي دو شبكه با ابعاد ريز و درشت انجام شده و نتايج دو روش سطوح 

) نسبت به حل تحليلي 3) و (2هاي (تراز مرتبة اول و دوم در جدولهم
  شود.سنجيده مي

  تراز مرتبة اول ارزيابي دقت و زمان اجراي روش سطوح هم -2جدول 

اندازة 
 نوع گرين  شبكه

حداكثر
درصد خطا 

bP

حداكثر درصد 
  pAخطا 

زمان 
  اجرا 

256×256 
  گره 258

 30 39/0 19/0  اياستوانه
 169 64/1 37/1  چهارضلعي

 16 25/1 11/1  ضلعيشش

128×128 
  گره 140

 11 45/0 22/0  اياستوانه
 40 88/1 63/1  چهارضلعي

 6 52/1 31/1  ضلعيشش

  تراز مرتبة دوم ارزيابي دقت و زمان اجراي روش سطوح هم -3جدول 

اندازة 
 نوع گرين  شبكه

حداكثر
درصد خطا 

bP 

حداكثر
درصد خطا 

pA 

زمان 
  اجرا

256×256  
  گره 258

 36 18/0 08/0  اياستوانه
 180 68/0 83/0  چهارضلعي

 21 45/0 46/0  ضلعيشش

128×128  
  گره 140

 15 24/0 11/0  اياستوانه
 45 32/1 98/0  چهارضلعي

 9 86/0 57/0  ضلعيشش
  

  توان به نتايج ذيل رسيد:) مي3) و (2هاي (هاي جدولبا بررسي داده
a( تراز مرتبة اول و دوم دقت مناســبي در هر دو روش ســطوح هم

 تحليل پسروي دارد؛

b(  بندي يكسان، روش مرتبة دوم دقت بالاتري يك شبكهبه ازاي
 در محاسبة محيط سوزش و سطح گذرگاه جريان دارد؛

c( زمان اجراي روش مرتبة دوم بيشتر از روش مرتبة اول است؛ 

d(   عملكرد روش مرتبة دوم وابســتگي كمتري به ابعاد شــبكه دارد، به
 نحوي كه با درشـت شدن ابعاد شبكه، دقت روش مرتبة اول كاهش 

 كند.يابد اما دقت روش مرتبة دوم تغيير چنداني نميمحسوسي مي

e( روش مرتبة دوم در كاهش درصد خطاي  ريتأثpA  بيشتر ازbP است؛ 

f(   ــترين و كمترين ــه گرين مفروض بيش مرتبة  روش ريتأثبين س
 ضلعي است.اي و ششهاي استوانهدوم به ترتيب براي گرين

ــطوح همبا توجه به مفهوم روش  dتا  aنتايج  تراز مرتبة س
ــادگي   ــاختار و  aپذيرند؛ مورد يحتوجدوم بـه سـ با توجه به سـ

الگوريتم يكسان دو روش، حتي پيش از مشاهدة نتايج نيز قابل 
دهد به نشــان مي a) با تأكيد بر نتيجة 4بيني بود؛ شــكل (پيش

گره مرزي، هر دو روش  258با  256×256بندي ازاي يك شبكه
  يگيري مرز دارند. پ رفتار مشابهي در

  
  مقايسة روش مرتبة اول و دوم در تحليل پسروي گرين مربعي -4شكل 

) نشان داده شد، در روش سطوح 2گونه كه پيشتر در شكل (همان
ود، شروزرساني تابع فاصله استفاده ميگره براي به 8تراز مرتبة دوم از هم

گيرد. استفاده قرار ميگره مورد  4در حالي كه در روش مرتبه اول تنها 
تواند كند، اما ميرا توجيه مي cو  bاين اختلاف ساختاري اگرچه نتايج 

هاي درشت به دليل فاصلة زياد اين ترديد را به وجود آورد كه در شبكه
) و 3ها، ممكن است روش مرتبه دوم دچار خطا شود. نتايج جدول (گره

ه همواره روش مرتبه دوم دهند كبيني نشان ميبا رد اين پيش dمورد 
هاي درشت استفاده از روش مرتبه دقت بالاتري دارد؛ بنابراين در شبكه

  دوم در اولويت قرار دارد.
ــروي گرين eبراي توجيــه مورد   هــاي مربع و پروفيــل پسـ
شوند؛ بررسي اين ) در نظر گرفته مي5ضلعي به صورت شكل (شـش 
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تنها مربوط به توصيف دهد كه اختلاف دو روش ها نشان ميپروفيل
ــابهي دارند.    ــاير نقاط دو روش رفتار مش ــت و در س ــه اس نقاط گوش

وان تبنابراين، با مقايسة عملكرد دو روش در توصيف نقاط گوشه مي
  را دريافت. pAير بيشتر روش مرتبه دوم بر تأثعلت 

  

  
ضلعي با دو هاي چهارضلعي و ششمقايسة پروفيل پسروي گرين -5شكل 

  ة اول و دومروش مرتب

تراز مرتبــة اول و دوم مربوط بــه اختلاف عملكرد ســـطوح هم
نوع «توصيف نقاط گوشه است و مقدار اين اختلاف بستگي به دو عامل 

دارد. بر اين اساس واضح است  »هاتعداد گوشه«(ميزان تيزي) و  »گوشه
با اشد اما اي داشته برا بر گرين استوانه ريتأثكه روش مرتبة دوم كمترين 

ضلعي درجه و در گرين شش 90گوشة  4كه در گرين مربعي توجه به اين
ير روش مرتبة دوم بر هر تأثدرجه وجود دارد، ممكن است  120گوشة  6

) به 1هاي مفروض در جدول (يك بيشــتر باشــد. ابعاد و طراحي گرين 
ير تعداد گوشـه نسـبت به نوع گوشه بيشتر است و   تأثاي اسـت كه  گونه
 روش ريتأث) نشان داده شده است، بيشترين 6كه در شــكل ( گونههمان

  ). fدهد (نتيجه ضلعي رخ ميمرتبة دوم براي گرين شش
ــي نتايج نشــان مي  مرتبة دوم  ترازســطوح همدهد، روش بررس

همواره پســروي گرين را با دقت و زمان بالاتري نســبت به روش مرتبة 
بين زمان اجرا و دقت حل اي كند. بنابراين، با مصـــالحهاول تحليل مي

هايي كه داراي تعداد انحناهاي زياد يا انحناهايي شود، گرينپيشنهاد مي
هاي با هندسة هموار را با شعاع كم هستند را با روش مرتبة دوم و گرين

تر موضـــوع، بـا روش مرتبـة اول تحليل كرد. به منظور بررســـي دقيق  
  گيرد.قرار مي پسروي چند گرين پيچيده در ادامه مورد بررسي

  هاي پيچيدهتحليل پسروي گرين
هايي اســـت كه هـاي پيچيـده، گرين  در اين تحقيق، منظور از گرين

  هاي زير باشد:داراي يكي از ويژگي
 (پيچيدگي هندسه) انحناهاي زياد و تيز 

 (پيچيدگي هندسه) در حين پسرويش نقاط گوشه تشكيل دهد 

 سوز (پيچيدگي تابع سرعت)  برون -سوزدرون  

  
  با دو روش مرتبة اول و دوم bPمقايسة درصد خطا در محاسبة  -6شكل 

  هاي با هندسة پيچيده الف) گرين
ــطوح هم   تراز مرتبـة دوم در مواجهه با  بـه منظور ارزيـابي روش سـ

ــاخه  پيچيدگي ــتاره و ش ــي، دو گرين كاربردي س درختي هاي هندس
) در موتوري با 7) و شكل (4جدول () با مشــخصات N=6پر (شــش
  شوند. ) بررسي ميR=150mm( 150شعاع 

  

  
  درختيالف) ستاره                             ب) شاخه                    

  ]1[ پارامترهاي مؤثر در ترسيم دو گرين كاربردي مفروض -7شكل

  7پارامترهاي دو گرين مفروض در شكل  -4جدول 

 گرين ستاره

   
2r  1r  W R N 
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) نشان 4هاي جدول (ب) و داده -7گونه كه شكل (همان
داراي تعداد انحناهاي زياد و با مفروض درختي گرين شاخهدهد، مي

اط گرين ستاره يكسري نقشعاع كم است. از طرف ديگر حين پسروي 
ود روش رآيد، بنابراين، طبق نتايج قبل، انتظار ميمي به وجود گوشه

  تر باشد.صرفه مقرون بهمرتبة دوم براي تحليل اين دو گرين 
براي بررسي اين موضوع ابتدا گرين ستاره با دو روش مرتبه 

شود و تغييرات محيط سوزش و سطح گذرگاه اول و دوم تحليل مي
هاي اين شكل شود. منحني) ترسيم مي8جريان به صورت شكل (

هاي ابتدايي دو روش نتايج مشابهي دارند اما با دهد، در گامنشان مي
يرند كه گتشكيل نقاط تيز، نتايج دو روش رفته رفته از هم فاصله مي

  ) مشاهده كرد.9توان در شكل (علت اين مسئله را به وضوح مي

  
تراز مرتبة اول و دوم در تحليل يك ت روش سطوح هممقايسة دق -8شكل 

  گرين ستاره

  

بة تراز مرتمقايسة پروفيل پسروي گرين ستاره با دو روش سطوح هم -9شكل 
  اول و دوم

) 10درختي به صورت شكل (در ادامه، نتايج پسروي گرين شاخه
دهد، عملكرد دو روش ها نشان ميشود. بررسي اين منحنيارائه مي

ره اختلاف دارند اما مقدار اين اختلاف در برخي مناطق كم و در هموا

برخي ديگر زياد است. براي توضيح اين علت موضوع، از پروفيل پسروي 
) مشخص است، در 11گونه كه در شكل (شود. همانگرين استفاده مي

ه ها زياد است و در نتيجدرختي، پيچيدگيمرحله اول سوزش گرين شاخه
نيز قابل توجه خواهد بود. در مرحله دوم و پس از اتمام  اختلاف دو روش

ماند كه باعث ها، همچنان تعدادي نقاط گوشه باقي ميسوزش شاخه
شود؛ اما رفته رفته تيزي اين نقاط كاهش يافته و مرز اختلاف نتايج مي

شود كه در نتيجه اختلاف دو روش نيز گرين به شكل دايروي نزديك مي
  رسد. خود ميبه كمترين مقدار 

كه اختلاف دو روش قابل نمايش باشـد، از شبكه زمينه  به منظور اين
دو  هاي ريز اختلافكه به ازاي شبكهدرشتي استفاده شد، در صورتي

  روش كمتر از مقدار نمايش داده شده است.
  

  

تراز مرتبة اول و دوم در تحليل يك مقايسة دقت روش سطوح هم -10شكل 
  درختيگرين شاخه

  

  درختيپروفيل پسروي يك گرين شاخه -11شكل 
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تواند مورد توجه قرار گيرد، زمان اجراست؛ نكتة ديگري كه مي
بدين منظور زمان اجراي الگوريتم دو روش به صورت گام به گام 

  شود. ) ارائه مي5بررسي و نتايج به صورت جدول (
كه ) از دو جنبه قابل بررسي است؛ اول اين5جدول (نتايج 

ها به جز مان اجراي دو الگوريتم مرتبة اول و دوم در تمام گامز
ت. نكته اس كساني باًيتقرهاي بالستيكي) (محاسبة مشخصه 4گام 

دوم هم در اين است كه اختلاف زمان اجراي كلي دو روش قابل 
  توجه نيست.

  تراز مرتبه اول و دوممقايسة زمان اجراي روش سطوح هم -5جدول 

  گرين
 )sec(زمان اجرا

 كل 5گام 4گام 3گام  2گام  1گام
 روش مرتبة اول

 309 07/0 69/95 15/206  6  1/1  ستاره
-شاخه

  906  45/0  19/81  314/801  04/19  19/4  درختي

 روش مرتبة دوم
 341 11/0 49/150 58/183  88/5  15/1  ستاره
-شاخه

  977  34/0  28/127  39/827  51/18  15/4  درختي

دهد، براي تحليل ن ميو دقت نتايج نشا هاي اجراارزيابي زمان
هايي با پيچيدگي هندسي، بهتر است از روش مرتبه دوم پسروي گرين
  استفاده شود.

  با تابع سرعت پيچيدههاي ب) گرين
هاي معمولي، مرز از يك منحني بسته تشكيل شده كه با در گرين

كند؛ اما در يك سرعت مثبت به سمت بدنة موتور حركت مي
سوز، در هر لحظه، مرز از دو منحني برون -سوزدروناي هگرين

سرعت  يگري با تابعتشكيل شده كه يكي با تابع سرعت مثبت و د
با هدف ارزيابي روش سطوح در اين قسمت  يابند.منفي گسترش مي

 ، گرينيهاي تابع سرعتتراز مرتبة دوم در مواجهه با پيچيدگيهم
اي ) و ستاره11/46سوز (با شعاع بروناي مركب از دو هندسه استوانه

) در نظر گرفته 12) به صورت شكل (4سوز (با مشخصات جدول درون
  شود. مي

المان و شبكه  5344گره و  2939اي با با تشكيل شبكه اوليه
شود. پسروي گرين مفروض تحليل مي 272×272 اي با ابعادثانويه

ه رين استخراج و ببراي بررسي عملكرد دو روش، پروفيل پسروي گ
  شود.) نمايش داده مي13صورت شكل (

  

  سوزبرون -سوزهاي درونفرضي براي گرين يك نمونه -12شكل 

  

  

  پروفيل پسروي گرين مفروض با دو روش الف) مرتبه اول ب)مرتبه دوم -13شكل 

 

دهد كه روش مرتبة اول هاي پسروي نشان ميبررسي پروفيل
شــود. علت در نقاطي از مرز دچار خطا ميبر خلاف روش مرتبة دوم 

ــئله را مي ــيف اين مس توان به عدم توانايي روش مرتبة اول در توص
  مرزهاي دو تكه (با تابع سرعت پيچيده)، مربوط دانست.

تراز دهد، روش سطوح همدر مجموع بررسـي نتايج نشــان مي 
 هاي پيچيده (پيچيدگي هندسي ومرتبة دوم در تحليل پسروي گرين

  تري نسبت به روش مرتبة اول دارد.ابع سرعت) عملكرد مطلوبت

  گيرينتيجه
ه  تراز مرتبسازي و ارزيابي روش سطوح همهدف از اين تحقيق، پياده

بعدي بود. بدين منظور با در نظر دو هايدوم در تحليل پسروي گرين
ــب، از معادلات مرتبة اول و دوم در روش   گرفتن الگوريتمي منـاسـ

  تراز براي محاسبة پارامترهاي پسروي استفاده شد.سطوح هم
براي ارزيـابي عملكرد روش مرتبة دوم، ابتدا نتايج عددي اين   

روش با نتايج تحليلي و روش مرتبة اول مقايســه شد؛ سپس طي دو 
ــه پيچيدهمرحلـه عملكرد روش در مواجهه با گرين  و  هايي با هندسـ
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 نيترمهمابي قرار گرفت. مورد ارزي سوزبرون -سـوز درونهاي گرين
  شود:ها به صورت زير خلاصه مينتايج حاصل از اين بررسي

  روش مرتبه دوم نسبت به ابعاد شبكه حساسيت كمتري داشته و
 هاي درشت نيز دقتي مناسب دارد.در شبكه

  گرچه روش مرتبه دوم همواره نسبت به روش مرتبه اول داراي
هاي دوبعدي اين اختلاف نزمان اجراي بالاتري است اما در گري

 قابل توجه نيست.

   ــه دارد و روش مرتبـه دوم توانايي بالايي در تحليل نقاط گوشـ
  ترين اختلاف روش مرتبه اول و دوم در همين مسئله است.مهم

 هايي كه داراي هندسه پيچيده (تعداد انحناهاي بهتر است گرين
ــتند با روش مرتبة  ــعاع كم) هسـ دوم و زياد يا انحناهايي با شـ

 هاي با هندسة هموار  با روش مرتبة اول تحليل شوند.گرين

   ــت از روش ــته، بهتر اس به منظور جلوگيري از خطاهاي ناخواس
ده سوز استفابرون -سوزهاي درونمرتبة دوم براي تحليل گرين

  شود.
تراز مرتبة دوم دهد، روش سطوح همدر مجموع، نتايج نشان مي

دارد،  هاي بالاتري براي تحليل گرينقابليتنسبت به روش مرتبة اول 
سازي و زمان اجراي بالاتر در مقايسه با اما با توجه به دشواري پياده

روش مرتبة اول، بهتر است كاربر با توجه به هندسة گرين، 
هاي زماني و ميزان دقت مورد انتظار بين دو روش مذكور، محدوديت

  حالت مناسب را انتخاب كند.
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