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Abstract 

This paper deals with form-finding and free vibration analysis of a pre-stressed class-one triplex 

tensegrity structure. The form-finding is performed via a two-step procedure, the nodal coordinates 

connectivity matrix, and structural element force density determination. Accordingly, the possible 

states for the nodal coordinates and the structural force density of the triplex prism have been 

determined by trial and error (based on topology and member type knowledge) to satisfy the force 

density, and equilibrium matrices rank requirements. Based on different structural topologies, the 

equation of the motion in the frequency domain for free vibration analysis of the system is derived 

using the spectral element approach and dynamic shape functions. Simulations are provided for 

different system heights and the top-bottom aria ratios and compared with the finite element method. 

The numerical simulations in the form of a comparative study of the natural frequencies of triplex 

tensegrity prism with different heights and cross-sections represent the system’s robustness with 

different topologies for single or multi-stage applications. 
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1. Introduction 

Nowadays, there is growing interest in cost-effective 

deploying structures with space applications such as solar 

panels, antennas, gravity gradient booms, etc., considering 

launch vehicle constraints while maintaining stability and 

structural configuration specifications. Tensegrities are self-

equilibrated, pin-connected stable systems with internal 

mechanisms [1, 2]. These systems consist of two main 

structural members; rods as compressive members and 

strings as tensile members, which are unstable without pre-

stressing states.  

The most basic issue in the design of such systems compared 

to other pre-stressed structures is the optimal configuration 

or, in other words, form-finding. This approach focuses on 

determining the appropriate amount of pre-stressing and 

node positions that can create a stable tensegrity structure 

based on a given topology [3]. 

Analytical methods are the simplest methods in the 

formulation of such problems. For symmetrical structures, the 

equilibrium equations of the structure can be simplified to the 

governing equations of the system nodes.  

On the other hand, axial pre-stressing structures can 

seriously affect dynamic characteristics such as natural 

frequencies and vibrational behavior of the system. In the 

case of strong external disturbances, a tensegrity structure 

can become unstable or fail. Therefore, it is important to 

predict the precise behavior of dynamic features such as 

axial pre-stressing structures to achieve a safe design [4]. 

2. Form-finding and dynamic equations of motion 

The structural system, which is shown in Figure (1), consists of six 

nodes (n) and 12n =  element, with two different interconnected 

cables (top-bottom triangles and bracing cables) and struts. The top 

triangle is twisted with respect to the z-axis by α.. 

 

Figure 1. Flexible spacecraft model 
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The stability of N-dim undetermined tensegrity structure with 

no external disturbances can be proved such that we have:  
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where E is the elasticity modulus, 
tK  is the tangent stiffness 

matrix, =D Eq  is the force density matrix which has to be 

positive semi-definite ( ( )rank n N −D ), E  is the 

equilibrium matrix (with ( )rank nE ), and q is the force-

density vector: 
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where C is the connectivity matrix. Using the 

Hamiltonian approach with SEA, the dynamic equations 

of the motion of the system with boundary conditions can 

be obtained as follows: 

(3) 
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where 

xP  is the constant pre-stressed load, 
n  is the 

natural frequency, ( )Z x  and F are the nodal 

displacement and forces, respectively.  

3. Simulation results and discussion  

The simulations are divided into two parts: form-finding and 

free vibration analysis of the triplex tensegrity structure. The 

rotation angle of the upper and lower triangles for equilibrium 

states is considered to be ( )3 1 / 6, ( 2,4,6,...)k k = − = , the 

tensegrity structural properties to calculate the coordinates of 

the nodes are, 
1 0.5( )cL m= , 

2 1.128( )cL m= , 

1.25( )bL m= , 1.118( )H m= , 2k = , 0.288( )r m= . 

Assuming a unitary tensile strength for the upper and lower 

cables (c1), the tensile coefficients for the bracing cables (c2) 

and strings can be scaled without affecting the self-

equilibrium conditions of the prism. According to the nodal 

coordinates, ( ) 11rank =E , hence we have minimum 

requirements for ( )rank nE . 

Considering 
1 2, ,800( . ) ( )

c c

i i

x b L LP N= q x  and 0.0314( / )A kg m =  

the natural frequencies and the corresponding amplitudes for 

1 1.1187( )H m=  and 
2 1.3925( )H m=  which is calculated 

for 
1 1.25( )bL m=  

1 1.50( )bL m=  and are shown in Table 1 

and Fig. (2). 

Table 1. Natural frequencies for H1 and H2 

5 4 3 2 1 H./Freq. 

296.5 225.7 197.7 112.8 98.84 1H 

266.2 225.7 177.5 112.8 88.74 2H 

315.15 241.42 211.04 120.29 105.16 FEM (H1) 

Table 2. Natural frequencies for Lc1_T/Lc1_B=0.4, 0.8 

5 4 3 2 1 Area R. /Freq. 

296.5 225.7 197.7 112.8 98.84 =0.4c1_B/Lc1_TL 

254.4 229.9 148.4 127.2 114.9 8=0.c1_B/Lc1_TL 

It should be noted that one of the reasons for such analysis is 

mass optimization according to reducing the number of stages 

especially for space deployment applications. 

 

Figure 2. Frequency response for H1 and H2 

 
Figure 3. Frequency response for Lc1_t/Lc1_b=0.4 

As can be seen, as the height of the structure increases, 

the natural frequencies decrease and the average 

amplitude increases (when the length of the system bars 

increases by 25%).  

Another analysis is form-finding based on different top 

triangles dimensions to increase force density 

coefficients, to reduce the mass and to increase the natural 

frequencies of the system Fig 3.  

4. Conclusion 

The form-finding and vibration analysis of a triplex 

tensegrity system using SEA was performed. This approach 

is made by providing rank condition requirements for 

equilibrium and force density matrixes based on different 

system height and top-bottom aria ratios. The proposed 

approach provides not only a good basis for the use of 

numerical techniques in form-finding of large complex 

structures but also the additional modal analysis is a suitable 

assistant for dynamic form-finding of complex tensegrities 

with limited knowledge of the topology and structural 

materials. 
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 چکیده 

ای با پیش تنش یابی و تحلیل ارتعاشات سازه سه میله این مقاله به ایجاد یک بستر محاسباتی برای مسئله فرم 
های اتصال در قالب دو مرحله تعیین مختصات  ماتریس یابی به واسطه تعیین  محوری پرداخته است. فرایند فرم 

ها  های ممکن برای مختصات گره طوریکه با سعی و خطا، حالت ها و چگالی نیروی اعضاء انجام شده است. به گره 
های چگالی نیرو و تعادل  با اطلاع از توپولوژی و نوع اعضاء تا ارضاء الزامات رنک در ماتریس   صرفاًو چگالی نیروها  

های طبیعی سیستم با بکارگیری تعیین شده است. سپس معادلات حرکت و تحلیل ارتعاشات آزاد در قالب فرکانس 
های مختلف  ها برای ارتفاع سازی روش المان طیفی و استفاده از شکل مودهای دینامیکی استخراج شده است. شبیه 

مان محدود مقایسه شده است. نتایج حاصل  سیستم و نسبت مساحت سطح فوقانی به سطح پایینی ارائه و با روش ال 
ای، بیانگر های مختلف سازه تنسگریتی سه میله های طبیعی توپولوژی ای برای فرکانس در قالب یک مطالعه مقایسه 

 باشد. های مختلف سازه برای کاربردهای تک یا چند بخشی می میزان قوام فرم 

   یابی، فرکانس طبیعیفرم ، ارتعاشات، المان طیفی، تنسگریتی نوع اولهای كلیدی: واژه 

 12علائم و اختصارات 

 q بردار چگالی نیرو 
 p ارگذاری خارجی بر روی هر گره ب

 E ماتریس تعادل سیستم 
 gK هندسی ماتریس سفتی 

 ماتریس سفتی ماده
mK 

 E مدول الاستیسیته
 A سطح مقطع 

 L طول

 I ماتریس واحد

 ضرب کرونکر   

          
 استادیار  . 1

 مقدمه

فزایندهامروزه   علاقه  و  سازهتمایل  به  مقرون  ای  و  بازشونده  های 
با  به  پنلصرفه  مانند  فضایی  آنتنکاربردهای  خورشیدی،  و  های  ها 

ها در عین حفظ شکل و پایداری با ملاحظات محدودیت حامل  هابوم 
های  های تنسگریتی سیستم. سازه[4-1]شود  دینامیکی مشاهده می

های پینی بوده که دارای حالتنامعین استاتیکی و سینماتیکی اتصال
ها متشکل از دو  . این سازه [9-5]تنش و مکانیزم داخلی هستند  خود

ها  ای فشاری یا میلهای )عضوهای سازهبخش اصلی یا دو عضو سازه 
عضوهای میسازه  و  ریسمان(  یا  کششی  سیستمای  های  باشند. 

حالت بدون  پیشتنسگریتی  تحمل  های  و  بوده  ناپایدار  تنیدگی 

  کارشناسی ارشد.  2
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ای باید برای تنیدگی اولیهترتیب شرایط پیشاینبهبارگذاری ندارند. 
پایدار و افزایش ظرفیت تحمل بار در این حفظ پیکربندی با تعادل 

های تنسگریتی به جز کاربردهای فضایی در ها ایجاد شود. سازهسازه
های مهندسی مانند مکانیک، بیومکانیک، روباتیک و سایر زمینه

  .[13-10]عمران مورد استفاده قرار گرفته است 
ها در مقایسه با ترین مسئله مطرح در طراحی این سازهابتدایی

تنیده پایدار، انتخاب و تعیین شکل بهینه آنها و یا های پیشسایر سازه
. [14]ها( باشد )به عنوان مثال موقعیت گرهیابی آنها میبه عبارتی فرم

ای های گرهتنیدگی مناسب و موقعیتیابی بر تعیین میزان پیشفرم
بتواند یک سازه پایدار تنسگریتی را بر اساس توپولوژی داده شده که 

اعضاء  فرایند طراحی، توپولوژیایجاد کند متمرکز است. اگر در طی 
یابی تبدیل به یک ای معین و ثابت باشد، فرایند فرمو موقعیت گره

یابی مانند نیرویابی یا تعیین میزان مسئله کاهش یافته در فرم
ن های تنسگریتی با و بدوطراحی فرم سازه .[15]شود تنیدگی میپیش

, 16]تأثیر بارهای خارجی توجه بیشتری را به خود جلب کرده است 
17]. 

بر هندسه آنها خصوصا چند  های تنسگریتی مبتنیمطالعه سازه
. [18]های منتظم مورد توجه محققان زیادی قرار گرفته است وجهی

های تنیده از طریق روشهای تنسگریتی خودیابی سازههمچنین فرم
پذیرد. مطالعات مروری جامعی بر تحلیلی یا عددی انجام می

, 19]ت پذیرفته است های تنسگریتی صوریابی سازههای فرمروش
یابی ها در مسائل فرمترین روشهای تحلیلی از جمله ساده. روش[20

ه را های متقارن، معادلات تعادل کل سازروند. برای سازهبه شمار می
-های سیستم ساده کرد. روش چندتوان به معادلات حاکم بر گرهمی

ها پارامتری تحلیلی برای تعیین همزمان چندین پارامتر )مختصات گره
 3. کوهستانی[21]یابی ارائه شد تنیده( در یک مسئله فرمو اعضاء پیش

ارائه   4لوریر-یابی تحلیلی را بر اساس الگوریتم فادیویک ساختار فرم
تنیده ایجاد کند های تنسگریتی خودداد تا تحلیل صریحی برای سازه

سازی دینامیکی و روش چگالی نیرو برای مسئله روش آرام. [22]
های تحت تنش توسعه داده ها و المانای از ریسمانیابی شبکهفرم

های سازی دینامیکی برای سازه. اگرچه روش آرام[24, 23]شده است 
باشد. از طرف دیگر روش چگالی نیرو تنسگریتی بزرگ مناسب نمی

های تنسگریتی یابی سازههای پرکاربرد برای فرمیکی از روش
های ایبر چندجمله . یک رویکرد تحلیلی مبتنی[26, 25]باشد می

و همکاران ارائه شد  5مشخصه ماتریس چگالی نیرو نیز توسط ژانگ
های تحلیلی برای تحلیل . باید به این نکته توجه داشت که روش[27]

های پیچیده و تعداد زیاد اعضاء موثر های تنسگریتی با توپولوژیسازه
های نسبتا ساده و متقارن مناسب ها برای سیستمباشند. این روشنمی

                                                                   
3. Koohestani 
4.  Faddeev-LeVerrier 

و نامتقارن  های بزرگهای عددی برای سیستمبوده در حالیکه روش
های تنسگریتی، نیز کاربردی هستند. از طرف دیگر برای غالب سیستم

های عددی قابل انجام است. یابی تنها با روشهای فرمتحلیل
توان به یک مسئله غیرخطی که در آن ها را مییابی این سازهفرم

ها( تحت شرایطی که طول کل ها )یا ریسمانطول کل میله
ها( معین و ثابت باشد، بیشینه )کمینه( شود، تبدیل میلهها )یا ریسمان

بر های بزرگ هزینههای غیرخطی برای سازه. اگرچه تحلیل[28]کرد 
های چگالی نیرو، معادلات و مشمول زمان خواهند شد. با معرفی روش

تعادل سازی کرد و معادلات خودتوان خطیغیرخطی تعادل را می
توان با شرط کمبود رنک ماتریس چگالی نیرو تعیین سیستم را می

تواند . با این حال، روش چگالی نیرو به طور مستقیم نمی[30, 29] کرد
ای یا صات گرهپارامترهای هندسی سازه را کنترل کند و نیاز به مخت

باشد. یکی از های سیستم برای تعیین پیکربندی نهایی میابعاد المان
باشد ای، روش المان محدود میهای سازههای موثر برای تحلیلروش

, 31]شود کار برده میهای تنسگریتی نیز بهیابی سیستمکه برای فرم
32]. 

های تنسگریتی تنیده محوری مانند سیستمهای پیشسازه
های طبیعی و های دینامیکی مانند فرکانستوانند مشخصهمی

ر سازند. در شرایطی که مودهای ارتعاشی سیستم را به طور جدی متاث
گیرد، یک سازه تنسگریتی سیستم در معرض ارتعاشات شدید قرار می

بینی رفتار دقیق تواند دچار ناپایداری یا شکست شود. بنابراین پیشمی
تنیده محوری برای های پیشهای دینامیکی مانند سازهمشخصه

دستیابی به یک طراحی ایمن مهم است. مودهای ارتعاشی یک 
های های ارتعاشی و طول موجستم تنسگریتی متغیر با فرکانسسی

های دقیق دینامیکی این متناسب با آن است. به منظور استخراج پاسخ
ها نیاز است که تمام مودهای فرکانس بالای سیستم نیز در سیستم
 های رایج المان محدودروش از آنجا کهها در نظر گرفته شوند. تحلیل
باشند، این میمستقل از فرکانس  یاکل چند جملهتوابع ش بر مبتنی
. با [34, 33]رصد کند را  تمام مودهای فرکانس بالاتواند ینم روش

های طبیعی بر فرکانس استفاده از توابع شکلی توسعه یافته مبتنی
تری از سیستم های دقیقتوان پاسخ)توابع شکلی دینامیکی(، می

ی بندی جمع  6دریافت کرد. این رویکرد در روش سفتی دینامیک
های ویژه را با استفاده از شود. این روش تعداد نامحدودی از پاسخمی

 . [36, 35]کند ماتریس سفتی دینامیکی ایجاد می
رویکردهای نوین به کار گرفته شده در این مقاله از جمله 
های تنسگریتی که غالبا های رایج تحلیل ارتعاشی سازهبرخلاف روش

المان محدود است، استفاده از توابع شکلی دینامیکی )وابسته به 
ای با میله های ارتعاشی( برای یک منشور سهفرکانس و طول موج

5. Zhang 

6.  Dynamic Stiffness Method 
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با استفاده از ماتریس سفتی باشد. این روش های مختلف میفرم
بر کمترین تعداد درجات آزادی(، و لحاظ  دینامیکی دقیق )مبتنی

های ها منجر به استخراج فرکانسمودهای فرکانس بالا در تحلیل
یابی یک این مقاله پس از فرم طبیعی دقیقتر سیستم خواهد شد. در

بی پایداری ای با استفاده از روش چگالی نیرو و ارزیامیله منشور سه
سیستم، معادلات حرکت با استفاده از اصل همیلتون استخراج، و با 

سازی بکارگیری روش سفتی دینامیکی، کاهش مرتبه یافته و با پیاده
یروش  ، تحلیل ارتعاشات سیستم صورت [38, 37]  7المان طیف

سیستم نیز در قالب یک مطالعه های طبیعی پذیرفته است. فرکانس
های مختلف سطح فوقانی به سطح ها و نسبتای برای ارتفاعمقایسه

 تحتانی استخراج شده است.
که پس از مرور بر  باشدمی صورت این به مقاله محتوای

یابی و تحلیل ارتعاشات تحقیقات صورت گرفته در حوزه فرم
 ایمنشور سه میلهیابی فرم دوم، بخش در های تنسگریتی،سیستم
دل م .است شده توصیف بر روش چگالی نیرو و شروط پایداری مبتنی

میلتون هدینامیکی سیستم با استفاده از رویکرد تحلیل طیفی و اصل 
. صورت پذیرفته است استخراج و تحلیل فرکانسی در بخش سوم

های طبیعی فرکانس مقایسه و هاسازیشبیه ارائه به چهارم بخش
نیز گیری نتیجه و پردازدهای مختلف میتنسگریتی برای فرمسیستم 

 شده است.در بخش پنجم ارائه 

 ای تنسگریتییابی منشور سه میلهفرم

آنچه  گره به مانند 6عضو و  12وجهی شامل  یک سازه تنسگریتی سه
ه در ( نمایش داده شده است در نظر بگیرید. سه گر1که در شکل )

اند. دهالاضلاع را تشکیل دامثلث متساوی پایین و بالای منشور یک
ترین روش برای ایجاد این سازه مناسبای استفاده از مختصات استوانه

رد، ( مشاهده ک1توان در شکل )همانطور که می ها است.در تحلیل
رده دوران ک αبه اندازه  zوجه بالای منشور تنسگریتی حول محور 

گرفته  قرار zاست. مرکز هر دو وجه بالایی و پایینی بر روی محور 
های متناظر آنها در و گره 3-1های وجه پایینی با اعداد است. گره

اند. به واسطه تساوی گذاری شدهشماره 6-4وجه بالایی با اعداد 
به فاصله  6-4و  3-1های اضلاع مثلث وجوه بالایی و پایینی گره

 اند.قرار گرفته rسان از مرکز با فاصله کی

 
 ژ ای، الف( تک بخشی ب( نحوه مونتا. سازه تنسگریتی سه میله1شکل 

                                                                   
7.  Spectral Element Approach (SEA) 

برای مشخص کردن مختصات هر یک از نقاط در مختصات قطبی 
( , , )i r z  داریم: 

(1) 

1 4

2 5

3 6

( ,0,0) ( , , )

2 2
( ,0, ) ( , , )

3 3

2 2
( ,0, ) ( , , )

3 3

O r O r H

O r O r H

O r O r H



 


 




 

  

 

کی ها در قالب عضوهای فشاری با رنگ مشبه این ترتیب میله
ی و های وجوه بالای، کابلbLو با طول  36و  25، 14و با مختصات 
ا طول بهای اتصال دو وجه بالا و پایین و کابل 1cLپایینی با طول 

2cL نمایش 35و  24، 16های پشتیبان و با مختصات در قالب کابل 
س اتصال توان در قالب ماتریاند. مختصات تعریف شده را میداده شده

اند به صورت که با یک عضو فشاری به هم متصل شده jو  iمیان گره 
 زیر نمایش داد: 

(2) 
1 @node

( , ) 0 otherwise

1 @node

i

i j

j




 


C 

 است:  ای برقراری رابطه زیرشرط لازم برای تعادل یک سیستم سازه

(3) Eq p 

ر گره و هبارگذاری خارجی بر روی  pبردار چگالی نیرو،  qکه در آن 
E که: طوریماتریس تعادل سیستم است به 

(4) 

( )

( )

( )

T

diag

diag

diag

 
 


 
  

Cx

E C Cy

Cz

 

1 21 1 1

1 2
b C Cn n n

b C C

     q q q q 

ادل میان توان از برقراری رابطه تعمحاسبه بردار چگالی نیرو را می
 که: طوریهای سیستم استخراج کرد، بهبا سایر گره iگره 

(5) 
1 2

1 2 1

1 2 2

1,...,

i i i i i

b C C b x

i i i i i

b C C C y

i i i i i

b C C C z

x x x P

y y y P i n

z z z P

       
     
        

           

q

q

q

 

ها تعداد گره nها و بردارهای مختصات گره zو  x ،yکه در آن 
را  Dو (، ماتریس چگالی نیر3باشند. با توجه به تعریف رابطه )می
 صورت زیر نشان داد: توان بهمی

(6) ( )

x y z

T

T

diag

   





Eq p p p D

C q C

C QC

 

 که:طوریبه
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(7 ) 
connected to

( , ) 0 disconnected from

connected to

k

k

q k i for i j

i j i j

q k i for i j

 


 




D 

توان با احراز مثبت معین بودن ماتریس شرایط پایداری سازه را می
 : [39]که طوریبهسفتی مماسی تعیین کرد، 

(8) 
   

  0

t g m

T T

k

AE
diag

L

  

  
      

  

K K K 0

EQE I D E E
 

 ماتریس سفتی هندسی، gKکه در آن 
mK  ماتریس سفتی

د و ماتریس واح Iطول،  L سطح مقطع، Aمدول الاستیسیته،  Eماده، 

 باشندضرب کرونکر می. 

های تعادل و چگالی نیروی یک دو شرط برای رنک ماتریس
-ودخبایست برای شرایط بعدی وجود دارد که می Nسازه تنسگریتی 

عادل تتنیدگی سیستم ارضاء شود. شرط اول آن است که رنک ماتریس 
)نش ت-برای اطمینان از وجود حداقل یک حالت خود )R nE 

باشد( که شرط  nباید کمتر از تعداد اعضاء  Eباشد )رنک ماتریس 
اری یک ( است. پاید3لازم برای پاسخ غیربدیهی فرم همگن معادله )

توان در شرایطی که بعدی را می Nسازه تنسگریتی نامعین استاتیکی 
 Γهای غیرکششی بارگذاری خارجی وجود نداشته اما دارای مکانیزم

 که:طوریباشد تعیین کرد، به

(9)  T

L LdiagΓ Φ D Φ 

تکین حاصل از -ماتریس حاوی بردارهای چپ LΦکه در آن 
مثبت نیمه   Γباشد. ماتریس می  Eتجزیه مقدار تکین ماتریس 

نیمه معین مثبت نیمه معین باشد. برای  Dمعین است اگر ماتریس 
)شرط  Dشدن ماتریس مثبت  )R n N D   باید برقرار باشد

. البته باید خاطر نشان کرد که این شرط لزوما برای تمام [40]
باشد. بنابراین، بازاء ماتریس مثبت تنسگریتی برقرار نمی هاییستمس
Dهای غیر کششی )به جز حرکات جسم صلب( با استفاده ، جابجایی

از تحلیل مقدار ویژه  1 1( ) ... 0 ...R reig         Γ 

)که معیاری برای های مثبت سفتی Rمحاسبه خواهد شد که در آن 

 r باشند( وتنشی سیستم می-های خودتعداد حالتتعیین 
 باشند.های جسم صلب میحرکت

 استخراج معادلات حركت

در این بخش معادلات حرکت سیستم با استفاده از اصل همیلتون 
کارگیری روش مدلسازی المان طیفی برای استخراج و پاسخ آن با به

( یک المان 2استخراج شده است. شکل )تنیده محوری اعضاء پیش
)منفی برای نیروهای فشاری و  xPتنیده تحت بارگذاری ثابت پیش

دهد. این المان با شرایط مثبت برای نیروهای کششی( را نشان می
با فرض  Aو سطح مقطع  ، چگالی Lگاهی ساده، به طول تکیه

 تی خمشی ناچیز و ارتعاشات عرضی کوچک مفروض است.سف

 
 جابجایی عرضی المان تنسگریتی  .2شکل 

رت زیر انرژی جنبشی، پتانسیل و کار مجازی سیستم به ترتیب به صو
 ارائه شده است: 

(10) 

2

0

1
T= ( , )

2

L

Az x t dx 

2

0

1
U= ( , )

2

l

xP z x t dx 

0

( , ) ( , ) (0, ) ( , )

l

a bW P x t z x t F z t F z L t dx      

 :در اصل همیلتون (10) معادلات جایگذاریبا 

(11)  
0

0

t

t

T U W dt     

خراج معادله حرکت سیستم به همراه شرایط مرزی به صورت زیر است
 شود: می

(12) ( , ) ( , ) ( , )xAz x t P z x t P x t   

(13) 

(0, ) ( )
@ 0

(0, ) ( )

( , ) ( )
@

( , ) ( )

a a

a

b b

b

F t F t
x

z t z t

F L t F t
x L

z L t z t

 
 




 



 

 که در آن:

(14) 

1 1

0 0

1 1
( , ) ( ) , ( , ) ( )n n

M M
i t i t

n n

n n

P x t P x e F x t F x e
M M

 
 

 

   

1 1

0 0

1 1
( ) ( ) , ( ) ( )n n

M M
i t i t

a na b nb

n n

F t F t e F t F t e
M M

 
 

 

  
 

1 1

0 0

1 1
( ) ( ) , ( ) ( )n n

M M
i t i t

a na b nb

n n

z t Z t e z t Z t e
M M

 
 

 

   

(15) ( , ) ( , )xF x t P z x t 
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 و پاسخ دینامیکی سیستم در ساختار المان طیفی: 

(16) 
1

0

1
( , ) ( ) n

M
i t

n

n

z x t Z x e
M






  

در این معادلات 
nZ  و

nF  برای(( , )n a b)  به ترتیب

)، bو  a ها و نیروهای عرضی وارد بر گرهجابجایی , )P x t 

)نیروی گسترده بر واحد جرم،  ) ni t

nZ x e
  های طیفی مولفه

( )z x  و
n  باشند. با های طبیعی سیستم میفرکانس

ادله (، مع13( و )12( در معادله )16)( و 14گذاری معادله )جای

توان در حوزه حرکت و شرایط مرزی متناسب با آن را می

 فرکانس و به صورت زیر بازنویسی کرد:

(17) 2 ( ) ( ) ( )xAZ x P Z x P x     

(18) 
(0) ( )

@ 0 , @
(0) ( )

a b

a b

F F F L F
x x L

Z Z Z L Z

   
  

  
 

صورت زیر توان بهسیستم را میبردار درجات آزادی و نیروهای طیفی 
 تعریف کرد: 

(19) 
 

 

T

a b

T

a b

Z Z

F F





Z

F
 

 صورت زیر تعریف کرد: توان به( را می17پاسخ عمومی )

(20) 
1( ) i xZ x c e   

معادله گذاری عدد موج است. با جای ثابت و  1cکه در آن 

 ( داریم:17( در فرم همگن معادله )20)

(21) 2 0xP A    

 که پاسخ آن برای عدد موج عبارتست از: 

(22) 
1,2

x

A

P


   

و  x برای عدد موج جهت انتشار آن در امتداد 1که در آن اندیس 
گذاری دهد. با جایانتشار در خلاف جهت را نمایش می 2اندیس 
 ( داریم: 20( در معادله )22معادله )

(23) 1 2 1

2

( )
i x i x

c
Z x e e

c

    
    

 
 

 اشت: د( خواهیم 19( در معادله )23گذاری معادله )همچنین با جای

(24) 1 2

0 0
1

2
i L i L

ce e

ce e
  

   
   

  



Z

πc

 

 ( داریم: 23( در معادله )24از معادله ) cگذاری بردار با جای

(25) 
   

 
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2 1 1 2

2 1
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2
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 

 

 
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 

  
 



 
   

 

Ψ

 

)که در آن  , )x Ψ  باشد. فرم تابع شکل دینامیکی سیستم می
صورت زیر توان به( در حوزه فرکانس را می17ضعیف معادله حرکت )

 نمایش داد:

(26) 
 2

0

0

0

( ) ( ) 0

L

x

L
L

P Z Z AZ Z dx

F x Z P x Z dx

   

 

  

  





 

 ( داریم: 26( در معادله )25گذاری معادله )باجای

(27) 
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L
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P x x dx
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 

 



 
  
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Z Ψ Ψ

Ψ Ψ Z
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 که در آن:

(28) 

 1 2

1 2

1 2

1
0 0

( , ) ,
i x i xT

i L i L

x i e e diag

e e

e e

 

 

   



 

     

 
 
 

Ψ

 

ان طیفی توان به صورت زیر به عنوان معادله الم( را می27معادله )
 نیده نمایش داد:ت-برای یک عضو پیش

(29) ( , ) ( , )x x Φ Z F 

 که در آن:

(30) 0

2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

L

T

x

T

x P x x

A x x dx

  

   

 



Φ Ψ Ψ

Ψ Ψ

 

(31) 
0

( , ) ( ) ( , )

L

Tx P x x dx   F F Ψ 

)گذاری با جای , )x Ψ ( و 25از رابطه )( , )Ψ T x ( 28از رابطه) 
 شود: می المان طیفی به صورت زیر بازنویسی(، ماتریس 30در معادله )



 

 میلاد عظیمی و صمد مرادی  

  
22 

/ 

 لوم و فناوری فضاییعپژوهشی  -علمی ةفصلنام
 (57) پیاپی  1402 پاییز / 3 ةشمار / 16دورة 

(32) 
   

   

1 2

2

1 2

( , ) ,

( , ) , ( , )

TT

x
x P diag

x diag A x

  

     

 

  

Φ π

π
 

 در آن: که

(33)  

1 2 1 2

0

1

1 2 0 1 2

1 2

( , )

( , ) 0

0

L
T

i x i x i x i x

L

x e e e e dx

i x for

L for

   

    

 

   



        

    
 

 



1 2 1 2

0 0
( , )

T L
i x i x i x i xLx e e e e                

نویسی صورت ماتریسی زیر بازتوان به( را می32فرم دیگر معادله )
 کرد:

(34) 
2

1 2 1 2

2 2

3 4 3 4

( , ) xP L AL
x

    


   

   
    

    
Φ 

 که در آن:

(35) 

2 2

1 1 2    

 1 22 2

2 3 1 2

i x i x
e e

     
    

    1 2
2 2

2 2

4 1 2

i x i x
e e

    
   

   1 2
2 2

*

1 2 3 4, , 2i x i xe e E           

   2 1 2 1*,
i x i x i x i x

E e e E e e
      

    

برای تبدیل مختصات در دستگاه محلی  O XYZ   به دستگاه

مختصات کلی  O XYZ ( (، باید از یک ماتریس انتقال 2)شکل)

 صورت زیر استفاده کرد:به

(36) 3 3 3 3

3 3 3 3

 

 

 
  
 

A 0
DCM

0 B
 

3که در آن  3A   3و 3B  های کسینوس هادی به ترتیب ماتریس
و  aهای های مختصات محلی به گلوبال در گرهبرای انتقال دستگاه

b در  باشند. بنابراین معادله ماتریس المان طیفی مطرح شدهمی
 صورت زیر در مختصاتبهتوان ( را می29مختصات محلی رابطه )

 گلوبال بیان کرد:

(37)     ( , ) ( , )
T

g g gx x DCM Φ DCM Z F 

 که در آن:

(38) 

1 2

3 4 6 6

,

3 3

( , ) ,

0 0 0

0 ( , ) 0 ( 1: 4), ( , 1, 2)

0 0 0

g

i j k

x

x i j k









 
  
 

 
 

  
 
  

φ φ
Φ

φ φ

φ Φ

 

( 37ه )ها پس از استخراج رابطکه نهایتا فرایند مونتاژ المان

برای تعداد درجات آزادی مختلف صورت خواهد پذیرفت. 

های طبیعی سیستم با استفاده از رابطه فرکانس

( , ) 0g x  Φ  ،که در آن استخراج خواهد شد( , )g x Φ 

ل ماتریس سفتی دینامیکی گلوبال پس از مونتاژ برای تشکی

 است.سیستم تنسگریتی 

 های كامپیوتریسازیشبیه

ات آزاد تحلیل ارتعاشیابی و ها در این مقاله به دو بخش فرمتحلیل
 اند. با توجه بهبندی شدهای تقسیممنشور تنسگریتی سه میله

 zمحور  الاضلاع درنظر گرفتن مقطع پایینی و بالایی منشور،متساوی

مام کند. به این ترتیب مختصات تاز مرکز هر دو صفحات عبور می
بر  هارهیکسان هستند )گ zهای صفحات بالایی و پایینی از محور گره

ران وجوه قرار گرفته است(. زاویه وضعیت دو rای به شعاع روی دایره
هم برای برقراری تعادل بالایی و پایینی نسبت به 3 1 / 6k   

k...,2,4,6فرض  با  ( 12برای منشور دوازده عضویn  در )
 نظر گرفته شده است. 

 ایمختصات گره .1جدول 

3 2 1 Nodes 

144/0- 144/0- 288/0 x 

25/0- 25/0 0 y 

0 0 0 z 

6 5 4  

25/0 0 25/0- x 

144/0 288/0- 144/0 y 

118/1 118/1 118/1 z 

ها با فرض ترتیب برای محاسبه مختصات گرهاینبه

1 0.5( )cL m  های وجوه بالایی و پایینی، ثابت برای کابل
2k    1.25در تعیین زاویه دوران، مقدار( )bL m ،

0.2887( )r m ،2 1.1286( )cL m  1.1187 و( )H m 
گره  6تمام  x-y-zترتیب مختصات اینشود. بهاستخراج می

( 3شوند که در قالب شکل )( محاسبه می1مطابق با جدول )
 نمایش داده شده است.
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ای تنسگریتی، )الف( یابی در سازه سه میلهپیکربندی حاصل از فرم .3 شکل

  بعدی و )ب( نمای بالانمای سه

 
ای تنسگریتی، یابی در سازه سه میلهپیکربندی حاصل از فرم .3 شکلادامه 

  بعدی و )ب( نمای بالا)الف( نمای سه

توان ضریب ها، میبا توجه به مختصات محاسبه شده برای گره
های این منشور تنسگریتی را با استفاده از روش کشش تمام المان

( برای 5چگالی نیرو و معادله )
1 2, ,

i

b c cq  محاسبه کرد. با فرض ضریب

های صفحات فوقانی و تحتانی کابل کشش واحد برای
1

1i

c q ،

های اتصال صفحات فوقانی ها و کابلتوان ضرایب کشش در میلهمی
پایداری منشور، مقیاس -و تحتانی را بدون متاثر ساختن شرایط خود

 کرد. 
)) Eها، رنک ماتریس با توجه به مختصات گره ) 11R E ،)

باشد که کمینه رنک مورد نیاز برای برقراری شرط می 11
( )R nE باشد. همچنین، یکی از مقادیر ویژه ماتریس را دارا می

Γ  (
1 5.9018  )  مقدار مثبت و مابقی صفر هستند، که

باشد. باید به این نکته تنشی سیستم میشرایط خود دهندهنشان
تنیده محوری توجه داشت که اگر سفتی خمشی یک المان پیش

توان با مدل ریسمان نظر کردن باشد، این المان را میقابل صرف
  سازی کرد.مدل

ض )0.0314با فر / )A kg m   تنیدگیو پیش 

 
1 2 1 2, , , ,800 . ( )

c c c c

i i

x b L L b L LP N q x پاسخ دینامیکی سیستم در ،

های طبیعی و معیاری از دامنه شکل مودها برای قالب فرکانس
)[1.1187,1.3925,1.6588,1.9207]های مختلف ارتفاع )iH m 

)[1.25,1.50,1.75,2.00]بازاء  )bL m  ( و در 4های )در شکل
( برای پنج فرکانس اول نمایش داده شده است. قابل ذکر 2جدول )

های سازیی افزایش ارتفاع سیستم، بهینهاست یکی از اهداف بررس
جرمی در کاهش تعداد طبقات در کاربردهای با منظور بازشوندگی 

  باشد.می

 

 

 
 پاسخ دینامیکی حوزه فرکانس بازاء مقادیر مختلف ارتفاع منشور .4شکل 

 های طبیعی برای مقادیر مختلف ارتفاعفرکانس .2جدول 

5 
4 

3 
2 

1 H./Freq.(Hz) 

5/296 7/225 7/197 8/112 84/98 1H 

2/266 7/225 5/177 8/112 74/88 2H 

1/244 7/225 7/162 8/112 37/81 3H 

227 7/225 3/151 8/112 /66/75 4H 

15/315 42/241 04/211 29/120 16/105 )1FEM (H 

4/261 27/256 5/173 63/131 38/88 )4FEM (H 

 الف(

 (ب
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یابی در سازه سه بعدی و نمای از بالای حاصل از فرمپیکربندی سه .5شکل 

های سطح فوقانی به تحتانی مختلف، )الف( نمای ای تنسگریتی برای نسبتمیله

 B1cL/_T1cL_ =0.8، )ج( B1cL/_T1cL_=0.4 ب( بعدیسه

توان مشاهده کرد با افزایش ارتفاع سازه، همانطور که می
های طبیعی کاهش یافته و متوسط دامنه افزایش یافته فرکانس

درصد  60های سیستم است، خصوصا برای حالتی که طول میله
 4Hو   1Hهای . همچنین نتایج برای ارتفاعافزایش یافته است

ها به تغییر ارتفاع با روش المان تحلیل جهت ارزیابی حساسیت
محدود مقایسه شده است. تفاوت در نتایج حاصل از روش المان 
محدود )با یک المان مبین یک جزء از ساختار( با روش المان طیفی 

بالاتر بارزتر و با افزایش ارتفاع افزایش های )جمله اول( در فرکانس
رود. شمار مییابد که از جمله نقاط ضعف روش المان محدود بهمی

باید به این نکته توجه داشت که این اختلاف در استفاده از روش 
بندی ساختار به ابعاد المان محدود، به واسطه محدود شدن المان

 باشد. ها( میهها و میلاجزاء در هر طبقه )شامل ریسمان

 B1cL/_T1cL_های مختلف های طبیعی برای مقادیر نسبتفرکانس .3جدول 

5 
4 

3 
2 

1 Area R. /Freq. (Hz) 

5/296 7/225 7/197 8/112 84/98 =0.4c1_B/Lc1_TL 

4/254 9/229 8/148 2/127 9/114 8.=0c1_B/Lc1_TL 

6/179 1/162 9/109 82/89 06/81 5.=1c1_B/Lc1_TL 

14/203 3/178 3/121 19/97 73/86 )5.=1c1_B/Lc1_T(LFEM  

 
به این نکته اشاره داشت، که میزان کاهش فرکانس را  باید

تنیدگی تا حد قابل قبولی جبران کرد پیشتوان با افزایش مقدار می
تنیدگی به معنی افزایش مصرف انرژی که البته افزایش میزان پیش

 باشد.های فعال میبرای سیستم

 

 
پاسخ دینامیکی حوزه فرکانس بازاء تغییرات نسبت صفحه فوقانی به  .6شکل 

  b1cL/_t1cL_صفحه پایه 

بر تغییر یابی مبتنیفرمهای صورت گرفته، یکی دیگر از تحلیل
ابعاد صفحه فوقانی با هدف افزایش ضریب چگالی نیرو، کاهش وزن 

باشد. پس از های طبیعی سیستم میسیستم و افزایش فرکانس
های بالا های مربوط به تعیین پیکربندی و تعیین مختصات گرهتحلیل

های مودال در استخراج ((، تحلیل5و پایین سیستم )شکل )
های طبیعی سیستم صورت پذیرفته است که نتایج آن در فرکانس

 ( قابل مشاهده است. 3( و جدول )6های )شکل

 الف(

 (ب

 (ج
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یابی در سازه سه پیکربندی سه بعدی و نمای از بالای حاصل از فرم .7شکل 

 B1cL/_T1cL_=1.5ای تنسگریتی برای میله

سطح، میزان اثر توان دریافت، با کاهش نسبت همانطور که می
قابل ملاحظه است، که این باعث  2cLهای چگالی نیرو در کابل

های طبیعی و کاهش دامنه شکل مودها خواهد شد. افزایش فرکانس
های مودال برای نسبت یابی و تحلیلاز طرف دیگر نتایج حاصل از فرم

1.5=_B1cL/_T1cL ( و بند آخر جدول 8( و )7های )ترتیب در شکلبه
شده و با نتایج حاصل از روش المان محدود مقایسه نمایش داده ( 3)

 شده است.

 
پاسخ دینامیکی حوزه فرکانس بازاء تغییرات نسبت صفحه فوقانی به  .8شکل 

 b1cL/_t1cL_ =1.5صفحه پایه 

های پایداری رغم حفظ مشخصهبهبا توجه به فرم پیشنهادی، 
سطوح فوقانی و تحتانی  که نسبتسیستم، مقدار چگالی نیرو از حالتی

با یکدیگر برابر هستند نیز کاهش یافته است، که این باعث کاهش 
 های طبیعی سیستم خواهد شد.تنیدگی و کاهش فرکانسضریب پیش

 گیرینتیجه

یابی و تحلیل ارتعاشات آزاد یک سیستم نوع اول تنسگریتی در این مقاله فرم
یابی این طیفی صورت پذیرفت. فرمای با استفاده از روش المان میلهسه

بر  سیستم با قید تامین الزامات رنک ماتریس تعادل و چگالی نیرو مبتنی
تغییر ارتفاع سیستم و نسبت سطح صفحه فوقانی به صفحه پایینی انجام 

ای و چگالی نیرو تعیین شده است. شد. همزمان با تعیین فرم، مختصات گره
ای، از تجزیه پذیر( برای مختصات گرهنبرای استخراج بازه مناسب )امکا

مقادیر ویژه ماتریس چگالی نیرو و تجزیه مقدار تکین ماتریس تعادلی 
ها ارضاء شود. همچنین استفاده از استفاده شد تا الزامات رنک این ماتریس

های ارتعاشی و طول موج توابع شکلی دینامیکی که وابسته به فرکانس
های تری را نسبت به سایر روشدینامیکی دقیق هایتواند پاسخباشد میمی

مستقل از فرکانس مانند روش المان محدود ارائه دهد. مشاهده شد که 
تواند در کاهش کاهش ارتفاع و کاهش نسبت سطح فوقانی به تحتانی می

های سیستم موثر باشد. البته باید به این نکته توجه داشت که فرکانس
های باز شونده( افزایش تعداد طبقات )در سیستمتوان با افزایش طول را می

با ملاحظات وزنی پوشش داد و قوام سیستم را حفظ کرد. الگوریتم 
های عددی در تعیین پیشنهادی نه تنها بستر مناسبی برای استفاده از تکنیک

کند بلکه تحلیل مودال صورت های بزرگ و پیچیده ایجاد میفرم سازه
یابی(، رویکرد مناسبی ایداری سازه )ناشی از فرمگرفته با ملاحظات حفظ پ

تر های پیچیدههای تنسگریتی با پیکربندییابی دینامیکی سیستمبرای فرم
 ای خواهد بود.با دانش محدود از توپولوژی و جنس اعضاء سازه

 تعارض منافع

 هیچگونه تعارض منافعی توسط نویسندگان بیان نشده است.
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