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Halo orbits are important for the observation and study of space due to their specific 
characteristics, including the orbital position and the periodic motion. In this regard, the 
present paper has focused on optimal trajectory planning to transfer to halo orbits. To 
this aim, the homotopy approach has been adopted for optimal trajectory design. This 
approach has improved the convergence rate and insensitivity of the problem to initial 
guess. The designed trajectory transfers a spacecraft orbiting the Earth to a Halo orbit 
around Lagrangian point L1 of the Earth-moon restricted three-body system. The 
propulsion system has been assumed to be low thrust with constant specific impulse. The 
homotopy approach has a broad domain of applicability and methods in which the 
continuation method has been employed here. The optimally designed trajectory 
minimizes the fuel consumption via transforming the solution of the minimum energy 
problem utilizing the homotopy approach. This approach simplifies the solution to the 
complex problem of minimum fuel indeed.  
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  علوم و فناوري فضاييپژوهشي  - علمي ةفصلنام/26
 )44شماره پياپي ( 1399پاييز  /3 ةشمار/  13دوره 

ࣅ  پارامتر هموتوپي
 ࣆ  نسبت جرمي

 ૖  ريس انتقال حالتمات

 ષ  حركت متوسط مداري دو جسم

  مقدمه 
هاي  طراحي مسير بهينة انتقال وسيله در فضا سبب كاهش هزينه

مأموريت و در برخي موارد حتي باعث افزايش عمر عملياتي مأموريت 
تواند  سازي مي هاي نوين در بهينه استفاده از روش. شود فضايي مي

ديكي بيشتر به پاسخ بهينة مطلق را در بهبود سرعت حل مسئله و نز
اگر يك فضاپيما با توجه به ظرفيت پرتابي كه دارد . پي داشته باشد

بتواند بيشترين مقدار سوخت را با خود حمل كند، بدون شك داشتن 
مانورهاي بهينة مصرف سوخت، باعث طول عمر بيشتر مأموريت و 

ين مانورهاي بهينه براي رسيدن به ا. كنكاش بيشتر در فضا خواهد شد
هاي حل بسياري براي  روش. توان از كنترل بهينه استفاده كرد مي

هاي  توان از ديدگاه ها را مي اين روش. مسائل كنترل بهينه وجود دارد
ها را به سه  توان آن طور كلي مي رو، به از اين. دكربندي  متعدد تقسيم
] 1[سيم نمود مستقيم و هيبريدي تق هاي حل مستقيم، غير دسته روش

كه هركدام با معايب و مزايايي همراه بوده و بسته به نياز مسئله 
روشي كه در اين پروژه مدنظر است . ها را بكار گرفت توان آن مي

. شود است كه در ادامه توضيح داده مي 5ادامة هموتوپي  روش
روش، يك روش عددي است كه مفهوم خود را از رويكرد  اين

هاي  به طور متداول براي حل دستگاه معادلههموتوپي گرفته كه 
در ادامه، ابتدا رويكرد هموتوپي . گيرد غيرخطي، مورد استفاده قرار مي

سپس، . معرفي شده و گسترة كاربري آن مورد اشاره قرار گرفته است
مسئله ديناميك سه جسم و ساير مفروضات الگوي ديناميكي معرفي 

اي انجام شده در هر سه زمينة ه ترين پژوهش اي از مهم شده و پاره
سازي ديناميك  اصلي مقاله حاضر يعني رويكرد هموتوپي، مدل

  . جسم و طراحي مسير بهينه به اختصار مرور شده است سه

  رويكرد هموتوپي
اين رويكرد مسئله سخت را با تغيير شكل دادن يك مسئله آسان، 

 7يروشي است كه توسط ه 6روش اغتشاشات هموتوپي. كند حل مي
از تركيب روش اغتشاشات كلاسيك با رويكرد هموتوپي، ] 2[
] 3[ت كه در مرجع روش از تئوري اغتشاشا اين . دست آمده است به

ميلادي، روش  1992در سال . ، استفاده كرده استتوسعه داده شده
تحليل هموتوپي توسط ليائو ارائه شد كه نياز به اين پارامتر 

تحليلي براي حل مسائل  وش شبهكند و يك ر اغتشاشي را كم مي
_________________________________ 

5. Homotopy Continuation Method (HCM) 
6. Homotopy Perturbation Method (HPM) 
7. He 

با رويكرد هموتوپي، روش  8تركيب روش ادامه]. 4[دهد  ارائه مي
]. 5[ادامة توپي ناميده شده و اولين بار توسط الوگور معرفي شد 

اي منتشر شد كه در آن براي حل  مقاله 1991در سال ] 6[مرجع 
ه ادام  ها از روش عددي كنترل و تحليل دوشاخگي در حل مسئله

  روش ادامة توپي با زبان برنامه نويسي. است هموتوپي استفاده شده 
Fortran  وPython )توسط دودل توسعه داده ) هاي جديد در نسخه

  ].7[شده است 

  مسئله سه جسم 
سئلة سه م«اي با عنوان   جوزف لويس لاگرانژ مقاله 1772در سال 

سه   ادلي در سيستملاگرانژ در مورد نقاط تع در مقاله. منتشر كرد» جسم
تاريخچة تحقيق براي . است جسم محدود شده دايروي صحبت شده 

) ميلادي1845- 1912(ها به پوانكاره  مدارهاي متناوب حول اين نقطه
توان از اولين پرتاب فضاپيما  به عنوان يك كاربرد، مي. گردد برمي

 از سيستم ଵܮاي حول نقطه لاگرانژي  براي رسيدن به مدار هاله
توانست  ISEE-3فضاپيماي . ياد كرد 1978خورشيد در سال -زمين
، تاريخچه و كاربردهاي ]9[مرجع ]. 8[برسد  ଵܮماه به نقطه  3 پس از

  . اين مدارها را به تفصيل مورد بررسي قرار داده است

 كم-كنترل بهينه با پيشران تراست

است به  قبل از بررسي تاريخچه كنترل بهينه در اين مسائل، نياز
امكان استفاده از . كم توجه شود-هاي تراست استفاده از پيشران

 1954در سال  9اي توسط استالينگر كم در مقاله-پيشران تراست
چند سال بعد رودريگرز از مقاله وي استفاده ]. 10[بررسي شده است 

سازي با  كرد و يك روش ساده براي تعيين بردار تراست در شبيه
 ]. 11[بيان كرد كم - پيشران تراست

سازي براي يك مسير  توانست بهينه 10، كلي1960 سال
پس از ورود ]. 12[انجام دهد  11ترين كاهش فضايي را با روش سريع

در سال  12كردن اهداف متفاوت، كنُلي سازي براي كمينه موضوع بهينه
موفق شد كه مسئلة كمينه انرژي را با ديناميك مسئله سه  1968

كلوور انتقال از يك مدار كم ارتفاع حول زمين ]. 13[جسم تركيب كند 
سازي تركيبي براي  به يك مدار حول ماه را با يك روش بهينه

مسئلة انتقال از يك مدار ]. 14[سازي مصرف سوخت انجام داد  كمينه
- تراست اي با استفاده از پيشران كم ارتفاع به مدار متناوبي مانند هاله

هاي غيرمستقيم و  است به كمك روش كم كه داراي ضربة ويژة متغير
ACT13  مسيرهاي فضايي،  سازي براي بهينه]. 15[انجام شده است

_________________________________ 
8. Continuation Method (CM) 
9. Stuhlinger 
10. Kelley 
11. Steepest descent 
12. Conley 
13. Adjoint Control Transformation 
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سينجلي در كار خود براي طراحي مسير . هاي گوناگوني وجود دارد روش
محدود شدة دايروي و اي در سيستم سه جسم  بهينه انتقال به مدار هاله

  ]. 1[هاي متفاوت را بررسي كرده است  چهار جسم روش

سازي مسيرهاي انتقال فضايي با رويكرد  بهينه
  هموتوپي

هاي هموتوپي با  توانست الگوريتم ]16[در پژوهشي  14واتسون
را در حل دستگاه معادلات غيرخطي معرفي  15همگرايي سراسري

كنندة  توان گفت كه واتسون و همكاران شروع به طور كلي مي. كند
همچنين، وي در . وپي استهاي كنترلي با رويكرد هموت حل مسئله

اي ديگر از روش هموتوپي براي كنترل بهينة ملاقات فضاپيما  مقاله
هاي انتقال  در حل مسئله ].17[با يك هدف متحرك استفاده كرد 
با روش ادامة  ]18[توانست  16مداري با روش هموتوپي، هبركرن

، انتقال از يك مدار كم HOMPACKافزار  هموتوپي و به كمك نرم
. سازي كند فاع با زاويه شيب مداري به مدار زمين آهنگ را بهينهارت

براي مسئلة كمينة مصرف سوخت از مسئلة كمينة مصرف  ]19[گائو 
سازي براي طراحي مسير  اين بهينه. انرژي استفاده كرده است

 . ملاقات با يك سيارك انجام شده است

انتقال  هاي  از روش ادامة هموتوپي براي مأموريت] 20[چوپين 
اي ديگر و همچنين براي  اي به يك مدار هاله از يك مدار هاله

توانست براي ] 21[چي . است  مدارهاي لياپانوف استفاده كرده
اي را از زمين به سمت  ها با ضربة ويژة متغير مسير بهينه پيشران

براي نشستن بر ] 22[در مرجع . مريخ با روش هموتوپي انجام دهد
سازي مصرف  رويكرد هموتوپي براي بهينهروي يك سيارك از 

تلاش شده از ] 23[همچنين، در مرجع . سوخت استفاده شده است
همين رويكرد و براي كنترل بهينه به منظور كاهش مصرف سوخت 

مزيت . به مدار حول ماه استفاده كرد NRHOجهت انتقال مدار 
 هاي غيرمستقيم و مستقيم، پوشش روش ادامة توپي نسبت به روش

هاست كه شامل كندي سرعت همگرايي  روش عمدة اين   دو مشكل
  . باشد و حساسيت نسبت به حدس اوليه مي

رو، مسئلة انتقال بهينه از مداري حول زمين به  مسئلة پيش
ماه به  -اي در سيستم سه جسم محدود شدة دايروي زمين مدار هاله

از نوآوري پژوهش حاضر، استفاده . كمك رويكرد هموتوپي است
رويكرد هموتوپي در حل مسئلة كنترل بهينه براي انتقال مداري 

هدف از حل اين مسئلة كنترل بهينه نيز رسيدن . توصيف شده است
از آنجا كه با . به كمترين مصرف سوخت در اين انتقال است

_________________________________ 
14. Watson 
15. Global Convergence 
16. Haberkorn 

توان بدون مصرف سوخت به  قرارگيري روي منيفولدهاي پايدار مي
از منيفولدها براي رسيدن به  موقعيت هدف رسيد، در اين مسئله

نقطه نهايي استفاده شده است و به دنبال قرارگيري روي اين 
  . منيفولدها هستيم

 در بخش :باشد بدين صورت ميحاضر در ادامه ساختار مقاله 
معادلات حركت در فضاي سه جسم بررسي خواهد شد و  نخست،

با مسئلة پس از آن با بررسي رويكرد هموتوپي، ادغام اين رويكرد 
سپس، الگوريتم حل . كنترل بهينه مورد توجه قرار گرفته است

سازي ارائه و  و نتايج شبيهبيان  هموتوپيروش ادامة  مسئله با
حاصل از انجام   در بخش نهايي نيز نتيجه. بررسي خواهد شد

  . شود پژوهش حاضر بيان مي

  مسئلة سه جسم محدود شدة دايروي
ود شدة دايروي، فضاپيمايي تحت منظور از مسئلة سه جسم محد

گرانش همزمان دو جرم بزرگ مانند زمين و ماه است كه اين دو 
با توجه . جرم نسبت به مركز جرم مشتركشان مداري دايروي دارند

نظر  به اينكه جرم فضاپيما نسبت به دو جرم بزرگ ديگر قابل صرف
 )1(نامند كه در شكل  است، سيستم را سه جسم محدود شده مي

  . است ترسيم شده 

  
  استفاده سيستم سه جسم و دستگاه مختصات مورد  - 1شكل 

دستگاه مختصات مورداستفاده براي توصيف حركت فضاپيما در اين 
مبدا دستگاه، منطبق بر مركز جرم . ترسيم شده است) 1(مسئله، در شكل 

جهت محور . نمايش داده شده است Bدو جسم اصلي است كه با حرف  عمود به صفحه  ݖجهت محور . اول به سمت جسم دوم است از جسم ݔ
يك دستگاه  ݕحركت دوران جسم دوم نسبت به جسم اول است و جهت 

معادلات حركت در سه راستاي دستگاه . گرد را تكميل خواهد كرد راست
  ]:22[مختصات توصيف شده عبارتند از 

ሷݔ )1( − 2Ωݕሶ − Ωଶݔ = 	− ఓభ௥భయ ݔ) + (ܴߤ −ఓమ௥మయ ݔ) − (1 −   (ܴ(ߤ
ሷݕ )2( + 2Ωݔሶ − Ωଶݕ = 	− ఓభ௥భయ ݕ − ఓమ௥మయ   ݕ
ሷݖ )3( = 	− ఓభ௥భయ ݖ − ఓమ௥మయ   ݖ



 و محمدسينجلي

ت، فضاپيما 
 .ط قرار گيرد

ه يك مدار 
 حركت دو 
 لياپانوف و 

مدار . ستند
حركت حه 

ژو مدارهاي 
ل صفحه و 
ها نياز است 
 جستجوي 

يا  نسيليافر

 21 مونودرومي
دود دايروي 

و در  اند  شده

صورت شكل 
 اوليه دقيق 
ه يا تصحيح 
لاح شده به 

مدار متناوب 
دقت . است  

  . شده است

 

 
___ 

21. Monodr

 سيدحسين پورتاكدوست

 موقعيت و سرعت
ي حول اين نقاط

اي است كه  هاله
در داخل صفحه

مدارهاي]. 24[
ول اين نقاط هس
ستند كه در صفح
ه مدارهاي ليساژ
لس حركت در داخ
 آوردن اين مداره
لات تقريبي يا
يند تصحيح ديف

  
ماتريسمهاي  ر ويژه

ستم سه جسم محد
ل حالت جايگزين

به ص  حدس اوليه
ت كه مقدارن اس

 بايد از روش پرتابه
هاي اصلا قدار اوليه

   .است ه شده 
شود اين مد ه مي

اه محاسبه شده
   .ست
نشان داده ش )5(ل 

  شرط اوليه حدسي
__________
romy Matrix 

سم حيدري، مريم كياني،

بردارهاي  اوليه
تناوبي اوبي يا شبه

ب پركاربرد، مدار
كانس يكسان د
[ز صفحه است 
اير مدارهاي حو
وبي دوبعدي هس
يرند، در حالي كه
ستند كه فركانس

دست  براي به. د
ليلي حل معادلا

فرآي تا طي يك 
. ب حاصل شود

لات در راستاي بردار
شده سيستت خطي

ا ماتريس انتقالت ب
   .ت
سازي با يك ح بيه

ته نشدن مدار اين
ي بسته شدن مدار

مقد )1( در جدول
رانسيلي نشان داده

مشاهد )4(شكل 
ما - سيستم زمين

شده اس بعد بيعاد 
ي مختلف در شكل

سير حاصل از حل با
__________

قا

ا توجه به مقادير
د در مدارهاي تنا
 مدارهاي متناوب

با فر  سه بعدي
ج ازصلي و خار

 نيز از جمله سا
ف، مدارهاي تناو

گي شكل مي اوليه
بعدي هس وبي سه

صفحه برابر ندارند
هاي تحلي  روش

كردي استفاده 
مناسب ة مقدار اولي

ر صورت حل معادلا
از حل معادلات ل

ن متغيرهاي حالت
ك پريود مداري است
مسير حاصل از شب

علت بست. هد بود
براي.  نشده است

يلي استفاده نمود
روش تصحيح ديفر

طوركه در ش همان
س ଵܮه لاگرانژ قط

شكل ابعه در اين 
ين مدار از سه نماي

سم - 3شكل 
__________

 

ߤ࢘࢘
 و
م
ن
 .د
ي
ل

، ݔሷݖሷݕሷݔ
سه
1( 
ك

ن
 طة
ما
ي
  . د

17
18
19
20

با
تواند مي

يكي از
تناوبي
جسم ا
ليساژو

لياپانوف
اجسام ا

تناو شبه
خارج ص

ازكه 
اي شبكه
پرتابي

در
كه حاصل
كه در آن
طي يك
مس

خوا )3(
محاسبه
ديفرانسي
كمك ر
ه
حول نق
شود كه

اين

____

૚࢘ = ݔ) + ૛࢘(ܴߤ = ݔ) − (1 ߤ− = ௠మ௠భା௠మ 
گر در موقع حل

ب فاصله دو جسم
همچنين، زمان. د

بعد خواهد شد بي
اي ار سرعت زاويه

دين ترتيب، شكل

ݔ = ሶݕ2 + ݔ ݕ− = ሶݔ2− + =ݕ − (ଵିఓ)௥భయ ݖ −
ݔ. است ૛࢘ بردار

 به ترتيب در س
1( سيستم شكل

سازي ديناميك دل
  

ه ازاي برابر قرار دادن
سه نقط .آيند  مي

، امگرانژ محاسبه شد
، اين نقاط براي)2(

اند  ماه مشخص شده

 
  ماه -

______ 
7. Distance Unit (
8. Mass Unit (MU
9. Mean Motion
0. Time Unit (TU

  وري فضايي
 )44ماره پياپي

࢏( + yܒ + zܓ  − ࢏(ܴ(ߤ + yܒ
يكديگ د اجسام از

ها برحسب  اندازه
شوند بعد مي بي 18

20دو جسم اصلي

ين است كه مقدا
بد. بر با يك شود
௥భయ(ଵିఓ)  :رت است از ݔ) + −(ߤ (ଵିఓ)௥భయ ݕ − ఓ௥మ− ఓ௥మయ   ݖ

اندازه ଶݎو  ૚ܚر 
است كه Bطه

شده درت معرفي
 اغتشاشات در مد
. فنظر شده است

 
دارد كه بهدلي وجود
دست فر بهت با ص

مثلثي توسط لاگر ة
(در شكل . اند  شده

ما - جرم اصلي زمين

-مينسيستم ز دري ژ
__________

(DU) 
U) 

U) 

علوم و فناوپژوهشي  - مي
شما( 1399پاييز  /3 ةشمار

  :ت داريم

+ zܓ  

بسيار زياد   فاصله
ها، تمامي معادله

8ع دو جرم اصلي

د 19متوسط مداري
 زمان به خاطر اي

براب) B)Ω نقطه 
(يناميك فوق عبار − ఓ௥మయ ݔ) − 1 +ఓమయ   ݕ

اندازه بردار ଵݎ ،ط
ي فضاپيما از نقط
 دستگاه مختصات
ر است كه از اثر
ر اين مسئله صرف

 ي و منيفولدها
جسم، پنج نقطه تعاد

حركت در معادلات
سپس دو نقطة ر و

شلاگرانژي معروف 
محدود شده با دو جر

لاگرانژ نقاط - 2كل 
__________

 

علم ةفصلنام/28
ش/  13دوره 

اين معادلات كه در
)4( 
)5( 
)6( 

با توجه به
مقداردهي اين م

و مجموع 17صلي
به كسر حركت مت

بعدسازي ين بي
كل سيستم حول

بعد معادلات د بي
)7( +   (ߤ
)8( 
)9( 

روابط  ايندر  هاي فاصله ݖو  ݕ
از ܓو  ܒ، ࢏جهت
ذكر شايان. ست

نتقالي فضاپيما د

نقاط لاگرانژي
در هر سيستم سه ج
سرعت و شتاب د

راستا توسط اويلر هم
همگي به نقاط لا
سيستم سه جسم م

شك
__________

ك
)
)
)

م
ا
ب
ا
ك
ب
)
)
)

ݕ
ج
ا
ا

ن
د
س
ه
ه
س

_



  ي فضايي
29/  ) 44ي 

لدهاي وليد منيف
به اين  لدهاومنيف

 ويژة متناظر با 
در راستاي بردار 
يفولد ناپايدار به 

ௌܺ(௎) = ܺு േ
سيستم ) ناپايدار

معرف  ுܺ. شد ௌܻ(௎  بردار ويژه
يك  ݀. است) ر

خورشيد  - زمين
، منيفولدهاي )6

 

  )خط چين

 طراحي شده، از 
 با يك انتخاب 
گرفتن روي اين 

فقط نياز .  رسيد
  منيفولد تزريق

هاي   ي مأموريت

گيري  ش تصميم
اي و  هاي ضربه

هاي  نيشراپ غالباً
. تر است  دسترس

كنند كه شامل  

ژوهشي علوم و فناوري
شماره پياپي( 1399پاييز  

نقطه منجر به تو
ي و ناپايداري من
در راستاي بردار
منيفولد پايدار و د
ز مقدار واحد، مني

േ ݀ ௌܻ(௎)  
(هاي پايدار  حالت

باش اپيماست، مي
(௎اي است و  له

ناپايدا(ر لت پايدا
ونه براي سيستم

6(در شكل  ].1[ 
   

خ( داريناپا و) ط تيره

در مسير ط ت كه
 اين صورت كه
ار نهايي با قرار گ
 مدار مورد نظر
 مورد نظر روي
فولد مناسب براي

د سيستم پيشرانش
ه دو دسته پيشران

متداول، غ هاي تم
لوژي آن قابل د
 متغير توليد مي

پژ -فصلنامة علمي
 /3شمارة  /13 دوره

ت متناظر با آن ن
رپايدا معيار. شود

معادلات د حل 
 از مقدار واحد، م
ار ويژة بزرگتر از

ௌܺ(௎) گر ح بيان
 و سرعت فضا
 بر روي مدار ها
 سيستم براي حا
 كه به عنوان نمو

شود ر گرفته مي
.خص شده است

خط( داريپاي فولدهاين

ش هدف اين است
به.  گرفته شود

هت رسيدن به مد
 سوخت كمتر به
درستي به نقطه
ظور انتخاب منيف

  . ت است

  ه
تقال بايد در مورد

ها به د ي پيشران
در سيست. شوند مي

ت چرا كه تكنول
، نيروي تراست

   

ريس انتقال حالت
ش دار و ناپايدار مي
ورت است كه با
دار ويژة كوچكتر
ژة متناظر با مقدا

  . آيد ست مي
1( 

، رابطه فوق در
 شامل موقعيت

هاي سيستم لت
هاي ناظر با حالت

ريب عددي است
كيلومتر درنظر 2

دار و ناپايدار مشخ

من - 6شكل 

پژوهش اين در
ن منيفولدها بهره

توان جه يفولد مي
سير و با مصرف

اهد بود كه به د
منظ به همين. د

فاوت، حائز اهميت

سيستم پيشرانه
 طراحي مسير انتق

به صورت كلي. د
بندي م سته، دسته

اي مدنظر است ربه
هاي پيوسته شران

  
  

  

تروپي 

  ࡸ 

 

استاي
يگري
زديك
نيفولد
نيفولد
حريك
 وط به

ماتر
پايد
صو
مقد
ويژ

دست
)10

كه
كه

حالت
متنا
ضر
00
پايد

اين
منيف
مس
خوا
شو
متف

س 
در
شو

پيوس
ضر
پيش

ماه با رويكرد هموت- زمين

 اي  مدار هاله

  حدوا
DU 

DU  
DU  

DU/TU  
DU/TU  
DU/TU  

TU  

૚ࡸة نقط حولصحيح

  مختلف 

صلي، اندازه و را
 در مسيرهاي دي
شود و يا به آن نز
 يعني در روي من
ضاپيما بر روي من

در واقع تح ،)10(
دارهاي ويژه مربو

اي در سيستمبه مدار هاله

ت و مقدارهاي اوليه

 دار

0.8233851 

0  
0.022277 

0  
0.1341841 

0  
2.76 

رط اوليه حاصل از تص

جهت سه ازي ا هاله 

مي دو جسم اص
اي، فضاپيما هاله

شتعادلي دور مي
اي حركت كند ه

قطه دور شود، فض
ةمعادل  توجه به

ي در راستاي برد

 انتقال از مدار حول زمين ب

مشخصات -1جدول 

مقد
182067467
0
75562732
0
170262437
0

 6301

ي با شرا هاله مدار - 

مدار - 5شكل 

ه به نسبت جرم
د شده به مدار ه
 كه يا از نقطة ت

مدار هاله سمت 
ن نقرد و اگر از اي
با. ت خواهد كرد

اي روي مدار هاله

 

 

 

طراحي مسير بهينه

ج

 پارامتر

x 

y  

z ࢠ࢜  ࢟࢜  ࢞࢜  

پريود مدار
  

-4شكل 

با توجه
اغتشاش وارد

گيردقرار مي
اگر به. شود

پايدار قرار دار
ناپايدار حركت
هر نقطه از ر



 و محمدسينجلي

ي كه دچار 
خش بعدي 
ش، پارامتر 
ي كه اين 
. سخت شود

هاي   معادله
مه به عنوان 
ود تا مفهوم 

هاي  ه ريشه

଴݂ روش  به
 بايد مقدار 
ت آمده به 

ها  اين گام 
است ) x(م 

ت بيان شده 
است،  6/0 

 هم وجود 
ب نادرست، 
مسئله چون 
شود لذا دچار 
شود، بايد از 
 مورد بحث 

ي بروز وتوپ
   

 

ة ادام ش

(ݔ)݂ =

 سيدحسين پورتاكدوست

است به طوري 
رامتر طبيعي در بخ

رو اين. خواهد شد
اي دهد به گونه مي

به سمت مسئله س
معادلات جبري،

در ادام. ربرد دارد
شو وتوپي حل مي

هدف، محاسبه. د

(ݔ)଴݂خطي  = ݔ
طور كه بيان شد،

ام جواب به دست
)8(در شكل . د

قي ورودي سيستم
ي براي هر حالت
هموتوپي برابر با

علت اين اتفاق 
ت كه با انتخاب

در اين م. دبخش ي
دس اوليه حل ش
ه دچار واگرايي ش

در مسئله.  نمود
سازي روش همو 

.وپي برطرف شد

رو در آن مختلفي 

ݔ2 − 4 + sin

سم حيدري، مريم كياني،

)11( در معادله
از روش پار. شود

 بهينه استفاده خ
 گسسته تغيير م
ت از مسئله آسان ب
 انواع مختلف م

ق جزئي كاي مشت
ي از رويكرد همو

تر نشان دهد شفاف
  : است

غيير شكل تابع خ
همان ط. شود مي

 كند و در هر گا
 بعدي قرار گيرد
 شكل، محور افق
اب تابع هموتوپي
لتي كه پارامتر ه
. واگرايي شود

ل گام بعدي است
ستم را شدت مي
سته است با هر حد
 مواقعي كه مسئله

PC  ياPL استفاده
 مشكل در پياده
گام پارامتر هموتو

يها گام و نمونه مسئله
 يهموتوپ

  (ݔߨ2)

قا

ارامتر هموتوپي
ي در حل مسئله نش
حل مسئلة كنترل
ي را به صورت
ت منجر به حركت
دامة توپي براي

هاي سيلي و معادله
يك معادله جبري

رويكرد را ش ي اين
رخطي دشوار زير

تغدين منظور از 
 طبيعي استفاده م
ك  هموتوپي تغيير
 حدس اولية گام

در اين. شود ه مي
حور عمودي جوا
دقت شود در حال
 دارد حل دچار
 ريشه براي حل
 واگرايي در سيس

توانست  آن گام مي
در. ي نشده است

Cاي ديگر مانند 

ه حاضر نيز اين
 با كاهش طول گ

م حل نمودار - 8كل

 

ن
دو
ت
ت
ده
 

ور
لة
ار
به
ي
ور
ي
به

فر
L 
ي
سه

 

ي
ش
و 
ش،

22
23
24

تغيير پا
واگرايي

اي حبر
هموتوپي
تغييرات
روش ا
ديفرانس
نمونه، ي
عملياتي
تابع غير

بد
پارامتر
پارامتر
عنوان

مشاهده
مح و در
د. است

احتمال
چندين
احتمال
تابع در
واگرايي
ها روش

در مقاله
كرد كه

شك

)12(  

پيشران. شوند  مي
راي دشود، دا  مي

ي ضربة ويژه ثابت
با ضربة ويژه ثابت

هاي آيند كنولوژي
. گنتوپلاسماست

به طو. شده است
 كمك يك مسئل
 مسئلة دشوار قر
ضاي توپولوژي ب

واژه يونانيدر يك
به طو را بتوان ع

ن تغيير شكلي
ي، اين مفهوم ب

 شود كه بين صف
Lت مسئلة آسان

كند تابع هموتوپي
رويكرد را به س 

  . اند داده شده

  يپ

و رويكرد هموتوپي
 كه شامل روش

)PL(23ي خطي
لي هر سه روش

______ 
2. Predict-correct
3. Piecewise Line
4. Natural Parame

H(ݔ. (ݍ = [1

  وري فضايي
 )44ماره پياپي

اطيسي و غيره
كم ياد- ن تراست

غير دارد و ديگري
كم ب- ران تراست

يشران از نوع تك
گاهي آن موتور مگ

  پيهموتو
رياضيات گرفته ش
ك مسئلة دشوار با
فضاي هموتوپ
سته از يك فض
هموتوپي ريشه د

توابع يكي از آن
شكل داد، چنين

به بيان رياضي 
4:[  

توپي خوانده مي
ي كه صفر است
ك  يك حركت مي

اين. شود ده مي
نشان د) 7(شكل

يهموتوپي ها روشي 

يب تئوري ادامه و
شود ش اجرا مي

اي تقريب تكه ش
سياست كل. شود 

__________
t 
ar 
eter 

− [ߣ (ݔ)ܮ +

علوم و فناوپژوهشي  - مي
شما( 1399پاييز  /3 ةشمار

اي، مغنا ي، هسته
 با عنوان پيشران
ي ضربة ويژه متغ
هش سيستم پيشر

اين نوع پي. شود 
 كه نمونه آزمايشگ

رويكرد ه
ه توپولوژي در ر
موتوپي، حل يك
مسئلة آسان در ف

ابع پيوست، دو ي
كلمة ه( گويند	پي

اگر ).مشابه دارد
گري تغيير ش
.د دو تابع گوين

4[شود  ش داده مي

پارامتر هموت ߣطه 
اي در لحظه. كند 

به سمت وقتي 
 دشوار سوق داد
قسيم كرد كه در ش

بندي دسته - 7شكل 

 توپي كه از تركيب
ه چند روشت، ب
روش، )PC( 22حيح
مي) NP( 24يعي

__________

(ݔ)ܰߣ = 0  

 

علم ةفصلنام/30
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پيشران الكتريكي
پيوسته كه از آن

نوع است كه يكي
در اين پژوه. دارد

درنظر گرفته مي
شود محسوب مي

هموتوپي از شاخه
كلي روش كار هم
آسان است كه م

توپولوژي	در. دارد
هموتوپ	ديگري را
مكان مبه معناي

پيوسته به ديگ
بين	وپيهموت	را

صورت زير نمايش

در اين رابط
و يك تغيير مي

شود و حاصل مي
به سمت مسئلة

توان تقس بخش مي

ش

روش ادامة
است حاصل شده

تصح -بيني پيش
روش پارامتر طبي

__________

11(  
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3   ي فضايي
31/  ) 44ي 

 

ه در حل مسئله 
توپي تسهيل در 
 مسئله مدنظر 
ناميك ماتريس 
گر بردار حالت و 

سازي  ه از شبيه

س زده شده بايد 
كي اين ماتريس 

߶ሶ .௜ݐ) (ݐ = 	ܣ
 به حالت اوليه 

ϕ(ݐ௜. (ݐ = பப
. حالت است شبه

ܣ	 = ቎డ௫ሶడ௫ డడడ௣ሶడ௫ డడ
ز روش عددي 

  . لايي دارد

ي روش پارامتر 
نترل بهينه حل 
 پنجم از مرجع 
 مصرف سوخت 
صورت زير بيان 

ሶݔ = ݔ− + ܷ

ژوهشي علوم و فناوري
شماره پياپي( 1399پاييز  

 پرتابه روش يهوم

آوردن مقدار اوليه
جود رويكرد هموت

در. باشد وار مي
كر شده بايد دين

اگ. ، نيز حل شود
نگاه در هر لحظه

   
 مقدار اوليه حدس

ديناميك ةمعادل. د

.௜ݐ)߶   (ݐ
 حالت هر زماني

ப୷(୲)ப୷(୲౟)  
متغير حالت و ش

డ௫ሶడ௣డ௣ሶడ௣቏  
ت ديفرانسيلي ا

ت كه دقت حل بالا

ش موردنظر يعني
مونه در حوزه كن

در فصل شده 
كردن  آن كمينه

ر اين مثال به ص

  

پژ -فصلنامة علمي
 /3شمارة  /13 دوره

مفه ريتصو - 9 شكل

دست آ ه براي به
 شده است و وج
 حل مسئله دشو

هاي ذ نار معادله
 صورت زير است،

 n نبعدي باشد آ
.له بايد حل شود
به براي تصحيح
حالت استفاده شود

  .است شده 

 بياني از نسبت
   

گيرنده هر دو م

يري از معادلاتگ 
ستفاده شده است

  NPش 
حل صحيح روش
كه يك مسئله نم
ظور، مثال حل

است كه هدف  
ناميك سيستم د

   

ش

از روش پرتابه
م استفاده هر گا

تن مقدار اوليه
در كن اله حاضر،

قال حالت كه به
2݊حالت، هركدام ه + معاد 2݊)

در روش پرتاب
ماتريس انتقال ح
 ادامه نشان داده ش

1( 
ماتريس اين

ستم است، يعني
1( 

دربرگ y در آن 
   مچنين،

2(  

اي انتگرالرب
ا 7كوتا مرتبه -ج

گذاري روش حه
ي اطمينان از ح
يعي، نياز است ك

براي اين منظ. د
انتخاب شده] 2
معادله دين. باشد ي
  :است ده
2( 

  
  

  

تروپي 

طراحي
. باشد ي

از . يرد
 هزينه
ن داده

)14 (
ستم و

ሶ࢞ =
࣢ =
 و در
ز تابع
ن آن،
ز تابع
سيستم

డ࣢డ௎ ሶ࢖= =
)17 (

 نهايي
بايد با
روش 
 مقدار
. د آمد
 است
ر اوليه
ود كه

در . رد
 برسد،
رسيده
د تا با

در
يافت
مقا
انتق
ଶ(݊شبه
از م
در
)18

سيس
)19

كه
همچ

)20

رانج

صح
براي
طبي
شو

]25
مي
شد

)21

ܬ =

ماه با رويكرد هموت- زمين

  ه
مسئله موردنظر ط

ياي م  مدار هاله
گي ترلي شكل مي
سازي يك تابع

نشان )13(رابطه

به صورت رابطة
ه بردار حالت سيس

.࢞)ܽ ܷ.   (ݐ
.࢞)݃ ܷ. (ݐ +
اي سيستم است

گيري از  مشتق
ي صفر قرار دادن

گيري ا  با مشتق
هاي س حالت  شبه

= 0  −డ࣢డ࢞   

و) 16(، )14(ة
به مقدار اوليه و

مسئله ب ،ر واقع
. مرزي حل شود
ست كه با حدس

دست خواهد ظر به
روش  ت حل اين

 حدس يك مقدار
شو قدار اوليه مي

كوتا حل كر- رانج
 كه بايد به آن

هايي موردنظر نر
ن روند تكرار شود

25.[   

׬ .࢞)݃ U. ௧೑௧బݐ

اي در سيستمبه مدار هاله

ه كنترل بهينه
مقدمه ذكر شد، م
ل زمين به يك

هاي بهينه كنتر ي
س كمينه يا بيشينه

كه در ر  ܬهزينة   . است ݐ

هاي ديناميكي ب
كننده بيان xرامتر

   

࢖  :ست از ∗ .࢞)ܽ ܷ. (ݐ
ها حالتهندة شبه
با. شود رب مي

 كنترلي و مساوي
همچنين،. آيد مي
هاي ديناميكي ه

مزمان سه معادلة
تگاه معادله نياز ب

د .اردحالت د شبه
هاي دو مقدار ئله

مسير مورد نظ ሶ࢖، روش پرتابي اس
دقت بالا و سرعت

كه ابتدا با  است
 يك مسئله مق
اي عددي مانند

نهايي ة با نقط
 كه به جواب نه
ليه، دوباره همين
[مگرا شده باشد

  ݐ݀(

 انتقال از مدار حول زمين ب

مسئله
 پيش از اين در م
هينه از مدار حول
با توجه به ورودي
ل بهينه، براي ك

تابع ه]. 25[شود 
௙ݐتا  ଴ݐزة زماني 

ه  شود كه معادله
ها پار ر اين معادله

.ي كنترلي است

ميلتونين عبارت ا
  

ده نشان pمعادله، 
ميك حالت ضر
سبت به پارامتر ك

دست م ي بهينه به
معادله xسبت به 

  . شود

 بهينه از حل هم
حل اين دست. يد

هاي سيستم و ش
ربوط به حل مسئ
 در اين پژوهش،

ሶ࢖و  ሶ࢞ هاي معادله
 از روش پرتابه د
 روش پرتابه اين
مسئله تبديل به

ها ها را با روش له
نهايي اين حل 

در صورتي. شود
 تصحيح مقدار او
 مناسب، جواب هم

 

 

 

طراحي مسير بهينه

طوركه همان
يك مسير به
مسير بهينه ب

كنترل روابط
ش استفاده مي
شده براي باز

فرض
در. بيان شود U بردار ورود

)14(  
تابع هم

)15(  
كه در اين م
معادلة دينام
هميلتونين نس
قانون كنترلي
سهميلتونين ن
ش محاسبه مي

)16(  

)17(  

مسير
آي دست مي به

ه براي حالت
هاي مر روش

مورد استفاده
اوليه براي م
علت استفاده

مفهوم]. 24[
م براي حل،

توان معاد مي
ةادامه، نقط

ش مي مقايسه
ت باشد بايد با
يك تلرانس

)13( 



 و محمدسينجلي

شود كه در  ي
منحني نامي 
منطبق شده 
 عمل كرده 

 

حل با ( تلف

قال به مدار 
روابط . ست

ميك مسئله 
ركيب شده 

وي شدة داير
. شود ن مي

) تراست(ن 
كنترل ) ݑ ضربة ويژه 
قدار تراست 

هاي  معادله 
شامل بردار 

  د، يعني

ࢄ = ቈ݉࢜࢘ ቉

 سيدحسين پورتاكدوست

 فرآيند تكرار مي
ر اين نمودار دو من
هموتوپي بر هم م
مورد نظر درست

مخت هياول يها حالت ه
 ])27[س مرجع 

  سازي

انتق ة، مسئلوتوپي
اسه طراحي شده 
ل به همراه دينام
ش ادامة توپي تر

  . هد شد

ه جسم محدود ش
 آن در ادامه بيان
ت و نيروي پيشرا

كند و تغيير مي 
∋( uب  [01]

نه ضرب شود مق
 . د آمد

.است ص شده 
حالت است كه ش

شود مي) m( وخت

቉  

سم حيدري، مريم كياني،

ها اين حالت  شبه
در. است تج شده 

ت آمده از روش ه
ش مگرفت كه رو

شبه يبرا نهيهب يها
و حل براساس وتوپي

س حليل و شبيه

ادامة همو روش 
سي و مسير بهينه

هاي قبل در بخش
كم با روش - است

سازي ارائه خواه يه

   اي دار هاله
يما در سيستم سه
ان و ديناميك

كم است- تراست
)௠ܶ௔௫( بيشينه

ست توسط ضريب
در تراست بيشن ي ௠ܶ دست خواهد به

مشخص ࢻت با 
ي هفت متغير ح

و جرم سو) ࢜( ت

قا

راي ديگر مقدار ش
منت )10(به شكل 

دست و به]) 27[ع
توان نتيجه گ مي

رهيمسقياس   -11
روش همو

تح

 بخش به كمك
ماه بررس - زمين

بهينه ذكر شده د
سم با پيشران ترا
ر ادامه نتايج شبي

ك انتقال به مد
حركت يك فضاپي
ضور نيروي پيشرا
 مورد نظر از نوع
ن صفر و مقدار ب

نيروي تراس. ارد
اين مقدار وقتي. 

௠ܶ௔௫ بين صفر تا 
ردار يكه تراست

شده داراي ي بيان
، بردار سرعت)࢘( ت

 

ت

ܬ
طه

ሶ݌
ܷ
  به
ي
م
 با
ن
2 (

ن

   ݑ

ي
ده

بر
نهايت ب

از مرجع(
اند، لذا 

  .است

شكل

در اين
اي هاله

كنترل ب
سه جس

د. است 

ديناميك
روابط ح
در حض
پيشران
آن بين
ثابت د

شود مي
در بازه

بر
ديناميكي
موقعيت

ܬ

ست و چون علامت
=  . است ه ׬ ௧೑଴ݐ݀|ܷ|

بع هميلتونين، رابط
݌ . آيد دست مي  به =   ݌

ܷ = ൞ +1							0					 − 1−1								
هر مقدار اوليه شب

گذاري  صرفاً صحه
هاي متفاوت رسم
نيز آورده شده

بدين. گردد س مي
23(ة صورت رابط

 .فاده شده است

تابع هميلتونينتن
  . آيد ي

ݑ =
ەۖۖ
۔ۖۖ
1+ۓ 								− ቀ௣ାఒଵିఒ0 							− ቀ௣ାఒଵିఒ	ቁ−1 در فاصله منفي ݌					

مشاهد) 9( شكل
  . است 

  NPروش با 5.1

ܬ = ׬ ቀଵଶ (1௧೑଴

  وري فضايي
 )44ماره پياپي

اس  مشخص شده
داده شده طلق قرار

و پس از نوشتن تاب
 براي اين سيستم

݌							 < −11 ≤ ݌ ≤ ݌								1+ > +1		
توان براي ه ي مي

كه در اينجا چون
ه حالت  براي شبه
]27[ در مرجع

ي اين مقاله قياس
تابع هزينه به ص 

استف ߣ هموتوپي

ه و پس از نوشتن
ቁ																								در مي) 24(ة رابط 																 −																		 − ቁߣ 																									ߣ																						

و ߣ ارتباط بين
در. اهميت است

ي مسئله حل شده

1 هياول  حالت شبهي ا

1 − ଶܷ(ߣ + |ߣ

علوم و فناوپژوهشي  - مي
شما( 1399پاييز  /3 ةشمار

نيز به صورت زير
يت دارد، در قدر مط

و )22(و ) 21( ابطة
ت و قانون كنترلي

 اين قانون كنترلي
دست آورد، كه ه به

ت، مسير بهينه ب
 اين مسئله كه

وش پيشنهاديز ر
ت،NPر با روش 

ه در آن از پارامتر

از اين تابع هزينه
كنترلي به شكل ر

 

݌								 ≤ −1	1 < ݌ < ߣߣ− < ݌ < ߣߣ < ݌ < ݌											1 ≥ 1				
كه در اين رابطه،

حالت حائز ا   شبه
 هر گام هموتوپي

برا نهيبه ريمس مودار

|ܷ|ቁ   ݐ݀

 

علم ةفصلنام/32
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تابع هزينه ن
پارامتر كنترلي اهمي

)22( 
با توجه به را

حالت  ديناميكي شبه

  و

با توجه به
حالت مسير بهينه
روش مدنظر است

نتايج. شده است
خروجي حاصل از
منظور، براي كار

شود كه نوشته مي

با استفاده ا
براي آن، قانون ك

)24   (            

دقت شود ك
يك تا يك براي

شود كه براي مي

نم - 10شكل
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  پژوهشي علوم و فناوري فضايي -فصلنامة علميماه با رويكرد هموتروپي-اي در سيستم زمينطراحي مسير بهينه انتقال از مدار حول زمين به مدار هاله
33/  ) 44شماره پياپي ( 1399پاييز   /3شمارة  /13 دوره

  :]28[ معادلات ديناميك سيستم عبارت است از بنابراين،

نشان داده  cسرعت خروجي گاز از نازل موتور با  )25(ة در رابط
 شود كه با ضربة ويژه و شتاب گرانشي در سطح دريا رابطه مي

  :]28[ مستقيم دارد

آورده  )2( مشخصات پيشران مورد استفاده در اين پژوهش در جدول
  . شده است

 شرانيپ مشخصات -2جدول 

 10 نيوتن   ࢞ࢇ࢓ࢀ 3000 ثانيه   ࢖࢙ࡵ مقدار واحد پارامتر

.)݃تابع  .)ℎهاي موقعيت و تابع مربوط به ترم ( هاي  ه ترممربوط ب (
  . سرعت است كه به تفصيل در زير آورده شده است

(ݎ)݃  )27( = ێێێۏ
ݔۍێ − (ଵିఓ)(௫ାఓ)௥భయ − ఓ(௫ାఓିଵ)௥మయݕ − (ଵିఓ)௬௥భయ − ఓ௬௥మయ− (ଵିఓ)௭௥భయ − ఓ௭௥మయ ۑۑۑے

ېۑ
  

)28(  ℎ(ݒ) = ൥ ௫0ݒ௬−2ݒ2 ൩  
ଵݎ  . است ଶܯو ଵܯبه ترتيب فاصله فضاپيما نسبت به دو جرم  ଶݎو  ଵݎهاي  ترم = ඥ(ݔ + ଶ(ߤ + ଶݕ + ଶݎ  ଶݖ = ඥ(ݔ + ߤ − 1)ଶ + ଶݕ +   ଶݖ

. در ادامه روابط كنترل بهينه براي مسئله بررسي خواهد شد
، حالت و رابطه ورودي كنترلي  هاي شبه دست آوردن معادله قبل از به

شرايط اوليه مسئله براي همه . شود شرايط مرزي مسئله بررسي مي
ها وجود دارد ولي براي شرايط نهايي، مقدار سوخت باقي مانده  حالت

(଴ݐ)ݎ  :ازعبارت است  در نتيجه شرايط مرزي سيستم. باشد مشخص نمي = ଴ݎ (଴ݐ)ݒ = ଴ݒ (଴ݐ)݉ = ݉଴	  ݎ൫ݐ௙൯ = ௙ݎ ௙൯ݐ൫ݒ = ௙ݒ ݉൫ݐ௙൯ =   	݁݁ݎ݂
بردار موقعيت و سرعت در مدار اوليه حول زمين و جرم سوخت در 

 MEO25ن ارتفاع مداري يك مدار اي. است مشخص شده ) 3(دول ج
  . دايروي است

مقدار انتهايي بردار موقعيت و سرعت مسير مشخص  )4( در جدول
_________________________________ 

25. Medium Erth Orbit 

هاي سيستم در نظر  حالتشده است كه به عنوان شرايط نهايي 
  . است گرفته شده 

  ه سيستمياولي ها حالت مقدار -3جدول 

  واحد مقدار پارامتر
x 7491.48 -  km  
y   6163.34-  km  
z   0km  8.9188  ࢞࢜ km/sec  4.0817  ࢟࢜ -  km/sec  0  ࢠ࢜km/sec  
m  1500 kg  

  ريمس سرعت و تيموقع برداريي نها مقدار -4جدول 

  واحد مقدار پارامتر
x 0.822614303875 DU 

y   0.00996317427-  DU  

z   0.02093217133 -  DU  

0.105734647153 DU/TU  

0.0836182894-  DU/TU  

1.2755739404-  DU/TU  
 

مشخصات فيزيكي مسئله سه جسم محدود شده  )5( جدول در
ل علاوه بر مقدارهاي مورد نياز در اين جدو. است اده شده نشان د

بعد شده جرم هم مشاهده  پارامتر بي بعد كردن، مقدار براي بي
بعد شده  كردن فواصل بي از اين پارامتر براي مشخص. شود مي
  .شود ها نسبت به مركز جرم استفاده مي جرم

 ماه -نيزم مشخصات سيستم  -5جدول 

  واحد مقدار هاي فيزيكيثابت
DU 384405km  
TU  375676.967 sec   0.0121506683 ࣆ   

با توجه به اينكه حل مسئله كمينه مصرف سوخت دشوار است، براي 
حل آن از رويكرد هموتوپي بايد تابع هزينه براي بازه زماني بين 

شود كه شامل مسئله آسان  اي تعريف  صفر تا زمان نهايي، به گونه
صرف سوخت به مسئله كمينه م. كمينه مصرف انرژي هم بشود

مسئله كمينه . بنگ دشوار است -دليل برخورد با حالت كنترل بنگ
انرژي اين گونه نيست و حل آن نسبت به مسئله كمينه مصرف 

  .تر است سوخت آسان

)25( ൥ ሶ݉࢜ሶ࢘ ሶ ൩ = ൥ (࢘)݃࢜ + ℎ(࢜) + ݑ ௠ܶ௔௫ݑ−݉/ࢻ ௠ܶ௔௫/ܿ ൩  
)26( ܿ = ௦௣݃଴ܫ

ܬ )29( = ೘்ೌೣ௖ ׬ ൫u − u(1ߣ − u)൯݀ݐ௧೑଴   
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  علوم و فناوري فضاييپژوهشي  - علمي ةفصلنام/34
 )44شماره پياپي ( 1399پاييز  /3 ةشمار/  13دوره 

وقتي اين پارامتر برابر با يك باشد مسئله كمينه مصرف انرژي 
هاي ديناميك و  تابع هميلتونين با توجه به معادله. شود ح ميمطر

  :از  تابع هزينه عبارت است

حالت را استخراج   هاي شبه توان معادله با توجه به اين تابع مي
هاي ديناميكي  طبق روابط بيان شده در كنترل بهينه معادله. كرد
  :آيد دست مي حالت به صورت زير به  شبه

  :است) 32( ة ها به صورت رابط كه معادله

.)݃مشتق جزئي ماتريس ܩماتريس  .)ܪو ماتريس ࢘نسبت به  ( ) 
  . است ࢜ نسبت به ℎهم مشتق ماتريس 

ܩ )33( = డ௚(࢘)డ࢘   
ܪ )34( = డ௛(࢜)డ࢜   

پس  ،چون شرايط آزاد براي حالت نهايي جرم سوخت وجود دارد
   ].25[حالت جرم سوخت صفر است   شرط نهايي شبه

ثابت است پس جزء پارامترهاي  ௠ܶ௔௫با توجه به اينكه مقدار 
متغيرهاي كنترلي هستند كه بايد بهينه  ࢻو  uاز طرفي . يستكنترلي ن

طبق روابط كنترل بهينه، . اند  نمايش داده شده Uاين دو متغير با . شوند
డு߲௎  :شود دست آوردن قانون كنترلي از رابطه زير استفاده مي براي به = 0  

دست آوردن مقدار كنترل بهينه از اصل ماكزيمم  براي به
با توجه به اين اصل و تابع ]. 24[ شود اگن استفاده ميپونتري

اي باشد كه تابع هميلتونين كمترين  به گونه ߙهميلتونين بايد مقدار 
با توجه به اينكه ضريب اين پارامتر در تابع . مقدار را دارا باشد

پس اين مقدار بايد منفي باشد كه اصل  ،هميلتونين مثبت است
  . ينه كندماكزيمم پونترياگن را كم

در تابع  ࢻ ةرابط uدست آوردن مقدار كنترل بهينه  قبل از به
دست آوردن مقدار  اين تابع براي به. شود مي هميلتونين جايگذاري 

  .شود است كه در ادامه مشاهده مي سازي شده  كنترل بهينه مرتب

ܪ  )37( = ࢜ݎܶ࢖ + (࢘)൫݃ݒܶ࢖ + ℎ(࢜)൯ ܿݔܽ݉ܶݑ− (ܵ − ߣ +   (ݑߣ
مشتق گرفته شود فقط عبارت آخر  uاگر اين تابع نسبت به 

  :باقي خواهد ماند

)38( డுడ௨ = − ೘்ೌೣ௖ (ܵ − ߣ + (ݑߣ = 0  
ܵدر اين رابطه تنها عبارت  − است كه علامت آن تغيير  ߣ

ه در تابع هميلتونين ك ܵتابع . ها مثبت هستند كند و مابقي ترم مي
نشان داده شده، تابع سوئيچ مأموريت است كه به صورت زير 

  :باشد مي
)39( ܵ = 	− ௖௠|࢜࢖| − ௠݌ + 1  

  
دست آمده  به ]26[اين تابع براساس تابع سوئيچ در مرجع 

براي استخراج تابع كنترل بهينه بايد تابع هميلتونين در همه . است
ܵبا توجه به عبارت  ها كمينه باشد و حالت − هاي تغيير  زمان ߣ

  . شود مي مقدار تراست مشخص
در بازه بين صفر تا يك و خود يك كه  λاين قانون كنترلي براي 

در مورد مسئله كمينه . كند مسئله مينيمم انرژي است، صدق مي
ߣمصرف سوخت كه  = كند كه در  ست، قانون كنترلي تغيير ميا 0
  :است زير نشان داده شده 

ݑ )41( = 	 ቄ0	ܵ ≥ 01	ܵ < 0  
در براي دو حالت ) 42( ةاي كه در رابط با مقدار اوليه) 18(ماتريس  

ݑاز قانون كنترلي، براي مواقعي كه  = ݑو  0 = است و در  1
   .باشد بين صفر و يك است، متفاوت مي ݑمواقعي كه 

.଴ݐ)߶  )42( (଴ݐ =   ଵସ×ଵସܫ
موقعي كه پارامتر كنترلي بين صفر و يك است، اين پارامتر براساس 

حالت   متغيرهاي حالت و شبه شود كه داراي محاسبه مي Sتابع 
تصحيح مقدار اوليه با روش نيوتن كه يك روش ساده و دقيق  .است

  : ]24[شود  است، انجام مي

  
حالتي كه (شامل اختلاف حالت نهايي اسمي  ܨدر اين رابطه 

سازي  و حالت نهايي سيستم در هر تكرار از شبيه) بايد به آن رسيد
باشد و به جاي  دقت شود كه حالت نهايي جرم مشخص نمي. است

لذا متناسب با اين . حالت جرم استفاده شود  ن بايد مقدار نهايي شبهآ
انتخاب، ماتريس انتقال حالت براي تصحيح مقدار اوليه، تعيين شده 

با توجه به اينكه مسئله داراي چند شرط در قانون كنترلي . است 
اين . شود است به همين سبب دچار ناپيوستگي در حل مي

ه در روش پرتابي تصحيح مقدار اوليه به شود ك ناپيوستگي باعث مي
  دارد كه در لحظه بيان مي] 26[ راسل. درستي انجام نشود

)30(  

ሶ࢖ )31( = − డுడ࢞
)32(  ൥࢖௥ሶ࢖௩ሶ݌௠ሶ ൩ = ቎ ௥࢖−௩࢖்ܩ− − ݑ௩࢖்ܪ ௠ܶ௔௫/݉ଶ࢖௩்ࢻ቏  

௙൯ݐ௠൫݌ )35( = 0

ࢻ )36( = − ‖ೡ࢖‖ೡ࢖

ݑ  )40( = 	ቐ 0 0ܵ > ଶఒ(ఒିௌ)ߣ ߣ− ≤ ܵ ≤ 1ߣ 1	ܵ < ߣ   

(଴ݐ)௞ାଵ݌  )43( = (଴ݐ)௞݌	 − ቌడ௣ሶడ௫ (1: ݊ − 1. 1: ݊)డ௣ሶడ௣ (݊. 1: ݊) ቍିଵ  ܨ
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  ي فضايي
35/  ) 44ي 

اي حول نقطه  ه
دو ) 15(و ) 14( 

گ قرمز نيز مبين 
ل تراست اهميت 
امترهاي مختلف 

  يهموتوپ روش

 

 سوخت رف

 
 yو 

 
 متفاوت

ژوهشي علوم و فناوري
شماره پياپي( 1399پاييز  

 تصوير مدار هاله
هاي در شكل. ود

رنگ. است ه شده 
است كنترلي سي

ر كنترلي براي پارا

ر ياجرا يبرا وهش

مصر نهيكم مسئله ي

و xة صفح شده در ي

م يينما از بعد  درسه

پژ -فصلنامة علمي
 /3شمارة  /13 دوره

در اين. است شده 
شو سبز ديده ميگ 

ن مسير نشان داده
سازي در اين بهينه 

تغييرات پارامتر) 1
   .است  شده 

پژو در استفاده مورد ت

يشده برا يطراح ريس

يطراح ريمس  -14

شده يطراح ريمس -

   

گري مشخص شد
با رنگ ଵܮگرانژي

ي ديگر براي اين
.فولد پايدار است
6(د كه در شكل 

ش وتوپي نشان داده

چارت -12 شكل

مس -13شكل 

4شكل 

-15شكل 

  
  

  

تروپي 

 نقطه
، رفتار
فاده از

߶൫ݐ௙߶൫ݐ௙߰(ݐଵ
اساس
پارامتر

(ݐ)߰
 تعيين
شخص
كنترلي
د دارد

ܹܵ =
 در آن

گيري  ل

௦௞ାଵݐ
لرانس
 قدري
 زماني
  شكل

  . ت

 روش
 مدار
شاهده
 سمت
ر روي
.  رسيد
 روشن
وتورها
ا رنگ

26. Co

ديگ
لاگ

نماي
منيف
دارد
همو

ماه با رويكرد هموت- زمين

س شيب دو طرف
زني، دقيق سوئيچ

استف با. كند ح مي
.  : خواهد بود ଴൯ݐ =. ଵିݐ)߶(ଵ)߶(ேݐ)ேା൯߰ݐ . (଴ݐ
براتواند  ود و مي

 اختلاف مقدار پ

= డ࢟(௧శ)డ࢟(௧ష) = ଵܫ
ان دقيق سوئيچ

مش) 40(ة  رابط
ر رابطه قانون ك
ارت شرطي وجود

= ቄܵ − ܵߣ + ቅߣ =
د گام انتگرالي كه
بازه زماني انتگرال

ଵ  . يچ باشد = ௦௞ݐ − ௌௐௌሶ
 زمان دقيق با تل
 بازه زماني به

دهد بايد بازه مي
در. ي تعيين شود

است شده   شان داده

صرف سوخت با
مسير انتقال به

مش) اي  مدار هاله
 كه مسئله به
با قرار گرفتن در
ورد نظر خواهد

 است كه موتور ر
زماني كه مو. ست

باشد با مي 26ريدن
_________

oast 

اي در سيستمبه مدار هاله

ل حالت براساس
س از تعيين زمان د
ن نقطه تصحيح
الت به شكل زير

ேିݐ) . ேିଵାݐ )… 	߶
شو  محاسبه مي

ه كه حاصل از
 

ଵସ×ଵସ + ሶ࢟) ௧శ −
 نياز است كه زما

هاي  به حالت
عبارت شرطي در
ين منظور دو عبا

0  
زني نياز است گ چ

راساس رابطه زير ب
ه دقيقاً زمان سوئيچ

 
شود كه يجام م

واقعي است كه
 آن سوئيچ رخ نم

يابي ا روش ميان
ر اين پژوهش نش

 شده كمينه مص
)13(در شكل  

نزديك به( پايدار
فولد باعث شده

چرا كه ب ،ك شود
وخت به مدار مو

زماني ،گ صورتي
اس پيما وارد شده

ا در حال سرضاپيم
__________

 انتقال از مدار حول زمين ب

ايد ماتريس انتقال
اين تكنيك پس 

ال حالت را در آ
ماتريس انتقال حا

ଶିݐ)߶ . (ଵାݐ
نقطه ناپيوستگي
ب دو طرف نقطه

௧షሶ࢟	− . ، محاسبه شود ) ቀడௌడ࢟ ଵௌሶቁ
محاسبه اين تابع

سوئيچ با توجه 
 نتيجه براساس ع

به اي. شود يين مي
  :ت زير هستند

تعيين زمان سوئيچ
ده تعيين شود و بر
مان نهايي اين باز

كرار تا جايي انج
در مو. ست آيد

شود كه ديگر در
ر اين الگوريتم با
م مورد استفاده در

 سازي ه

مه مسير طراحي
.است رده شده 

تفاده از منيفولد پ
تفاده از اين منيف
خت بهينه نزديك
دون مصرف سو
نحني كه با رنگ
ي تراست به فضاپ

اصطلاحاً فضتند يا 
__________

 

 

 

طراحي مسير بهينه

ناپيوستگي با
.اصلاح شود
ماتريس انتقا
اين تكنيك م

)44(  

در ن ߰تابع 
اختلاف شيب
كنترلي است،

)45( ቁ௧ష  

براي م
زمان. شود
در. شود مي

اين زمان تعي
كه به صورت

)46( 

براي تع
سوئيچ رخ داد
تغيير كند تا زم

)47(  
دس به 10ିଵହاين تك
ش كوچك مي

قبلي از تكرار
الگوريتم )12(

نتايج شبيه
در ادام
هموتوپي آور

اي با است هاله
استف. شود مي

مصرف سوخ
اين مسير بد
قسمتي از من
بوده و نيروي
خاموش هست
_______



 و محمدسينجلي

.  زياد است
 تغيير كند، 
سب بررسي 
اي متفاوت 

ع سوئيچ و ب
ود، تغييرات 
تفاوت تغيير 
تغيير ضربة 
اي هر سه 

مصرفي كه 
) 21(  شكل

شد مصرف 

 
 متفاوت

 
 متفاوت

 سيدحسين پورتاكدوست

ها بسيار يه اول
حالتي  ت يا شبه

مناس ةه مقدار اولي
ها  به ضربة ويژه

تغييرات تاب) 20( 
شو كه ديده مي ونه

هاي مت ضربة ويژه
پس با ت. ي است

را اين نمودارها ب

ي مقدار سوخت م
در. ل توجه است

 مقدار بيشتري با

مي وتوپهمي رامترها

مي هموتوپي رامترها

سم حيدري، مريم كياني،

 نسبت به مقدار
يك پارامتر، حالت

شود و بايد دوباره ي
حساسيت نسبت

و )19(هاي  شكل
گو همان. شود مي

ترلي نسبت به ض
قابل چشم پوشي

در. كند ير نمي
  . استه 

سوخت نهايي يعني
 است، نتايج قابل
هرچه ضربة ويژه

پاري برا چيسوئ تابع 

پاري برا چيسوئ تابع 

قا

  حساسيت
ت اين مسئله

كه اگر مقدار يك ي
 واگرايي زياد مي
ه عنوان نمونه ح

در ش. است  شده
كنترلي مشاهده م
وئيچ و پارامتر كنت

و ق داشتهندكي
نون كنترلي تغيي
همپوشاني رخ داده
لي براي مقدار س
ل مأموريت داشته
ن نتيجه گرفت، ه

 .  كمتر است

راتييتغ -18شكل

راتييتغ -19شكل

 

با 
در
ت
ت

ي
چه
به
ف
ير
جه
ي
(، 
ف

 

 

آناليز ح
حساسيت

طوري به
احتمال
به. شود

بررسي
پارامتر ك
تابع سو
بسيار ان
ويژه قا

ت هحال
و
در طول

توان مي
سوخت

ش

ش

0تا  1هموتوپي
شود د شاهده مي
گاه تراست ت هيچ

مصرف سوخت ةن

 براي پارامترهاي
هرچ.  رفته است

است، نمودار ب ده
رم سوخت مصرف

نمودار تغيي. باشد ي
ف هم قابل توج

پس از همگرايي. 
10ିଵ଴حدود (م

 مسئله را به هدف

متفاوت يهموتوپ ي

 متفاوت يهموتوپ

  وري فضايي
 )44ماره پياپي

پارامترهاي ه راي
كه مشطور همان

مصرف انرژي است
كمين ةكه مسئل م

  . است  خ داده
 مصرف سوخت
ش مصرف سوخت
وخت نزديك شد

يلوگرك 126/5ت 
كل سوخت مي د

ي هموتوپي مختلف
است ن داده شده

بسيار كم ةا مرتب
ي شد و توانست

يپارامترها يبرا ينترل

ه يپارامترها يبرا ت

علوم و فناوپژوهشي  - مي
شما( 1399پاييز  /3 ةشمار

منحني بر 11در  
ه. ك شده است
م ةله مطلقاً كمين

لي در گام يازدهم
بنگ رخ-ي بنگ

تغييرات م، )17( 
 به سمت كاهش

مصرف سو ةكمين
ت كرده و در نهايت

درصد 8/43ادل 
 براي پارامترهاي
 اين نمودار نشان

مصرف انرژي با 
ارد حلقه هموتوپي

   

كنت پارامتر راتييتغ ار

سوخت مصرف مودار

 

علم ةفصلنام/36
ش/  13دوره 

)16(شكل 
تفكيك 1/0گام

هنگامي كه مسئل
ول ،شود صفر نمي

ست قانون كنترلي
در شكل

مختلف هموتوپي
مسئله به سمت ك
سمت بالا حركت

است كه معا شده
تابع سوئيچ زني
ست كه در ادامه

ةكمين ةدر مسئل
ين مقدار اوليه وا
.مورد نظر برساند

نمودا -16شكل 

نم -17شكل 
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  ي فضايي
37/  ) 44ي 

جا از اين روش 
. است تفاده شده 

باشد كه در   مي
ن اين منيفولدها 
خاموش است و 
 .خت خواهد شد

ل بهينه با وجود 
 ةسوخت و كمين

از  HCM وش
ر در اين مسئله 

. باشد ها هم مي
زمان دقيق  ةسب

حاسبه اين زمان 
در طي فرآيند، . 

 هموتوپي براي 
جه به آنچه كه 
وپي يك روش 
ين حال، يكي از 

اين انتخاب  كه ي
روش  ،همچنين

ت حل و تسهيل 
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