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The free and forced vibration analysis of a rotating large flexible structure with a single 
crack is investigated using the Homotopy Perturbation Method (HPM). The crack is 
modeled with a torsional spring element on a structure that follows the Euler-Bernoulli 
theory. The nonlinear equations of motion of the co-rotational system considering 
centrifugal forces are derived using the calculus of variation and the Assumed Mode 
Method (AMM). Applying the Galerkin method, the spatial domain is extracted and the time 
domain is transformed into a second-order nonlinear differential equation. The results of 
time response, phase plane, and bifurcation diagrams for different functional parameters 
variations such as base angular velocity, crack position and stiffness have been analyzed. 
Moreover, it is shown that as the base angular velocity increases, a tensile force appears 
along the cracked structure axis, stiff it, and shifts the backbone to the right, this can highly 
affect the nonlinear features of the system. 
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چرخان با  د با پايهار بلندپذير تركدر اين مقاله رفتار ارتعاشات آزاد، اجباري، و پايداري يك سازه انعطاف
رض فحاضر با  مسئله استفاده از روش هوموتوپي پرتوربيشن مورد بررسي و تحليل قرار گرفته است. ترك در

كند) ت مينولي تبعييلر بريه چرخان (كه رفتار آن از تئوري اوالمان فنر پيچشي بدون وزن بر روي سازه با پا
ي و نيروها ايهاي خارج صفحهبا لحاظ تغييرشكلمعادلات غيرخطي حركت سيستم . مدلسازي شده است

مال روش با اع. كارگيري حساب تغييرات و روش مودهاي فرضي استخراج شده استو با به گريز از مركز
زه زمان خطي در حووم غيرئله استخراج و بعد زماني به يك معادله ديفرانسيل مرتبه دگلركين، بعد مكاني مس

تي ترك، قعيت و سفايه، موشود. نتايج به ازاء تغيير پارامترهاي مهم مساله از جمله سرعت دوران پتبديل مي
ل شده سي و تحليرگي برشرايط اوليه و دامنه تحريك در قالب نمودارهاي پاسخ زماني، نمودار فازي و دوشاخ

ه ايجاد شد حور سازهماي، يك نيروي كششي در امتداد نشان داده شده است كه با افزايش سرعت زاويه .است
م رخطي سيستفتار غيسمت راست و تغيير ركه منجر به استحكام تير ترك خورده، حركت نمودار دوشاخگي به

  شود.مي

   اري، هوموتوپي پرتوربيشن، ترك، مودهاي فرضيارتعاشات غيرخطي، تحليل پايدهاي كليدي: واژه
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 مقدمه

اي در صنايع حساسي چون طور گستردههاي با پايه چرخان بهسازه
ها، پذير مانند آنتنهاي انعطافهوافضا (فضاپيماهاي مجهز به وصله

 كوپترها، هواپيماها)،ها و ...، هليهاي خورشيدي، بومپنل



  
 
 

ميلاد عظيمي و صمد مرادي   علوم و فناوري فضاييپژوهشي  -ةعلميفصلنام/52
 )48شماره پياپي ( 1400پاييز /   3 ةشمار / 14دوره 

. گيردمورد استفاده و كاربرد قرار مي... ها، روباتيك و توربوماشين
هاي پايداري امروزه شناسايي رفتار ارتعاشي، ديناميكي و مشخصه

بررسي . شودها به عنوان يك نيازمندي اساسي مطرح مياين سامانه
تر اثرات نامطلوبي مانند ترك در تعامل با اين ديناميك  هرچه دقيق
ثر مؤكه  ،تواند طراحان را در شناسايي رفتارهاي ارتعاشيپيچيده مي

هاي  مشخصهرفتار ارتعاشي و . ، ياري نمايداستبر عملكرد سيستم 
. ]4-1[ استها متاثر از حركات كلي سيستم مودال اين سازه

تواند باعث اثر نيروهاي اينرسي گريز از مركز مي كه طوري به
كه اثرات  كشيدگي سازه و افزايش سفتي خمشي آن شود درحالي

هاي ارتعاشي ميان مودهاي مختلف  به كوپلينگ كوريوليس منجر
  . شودچيده ميارتعاشي و توليد شكل مودهاي پي

تر رفتار ديناميكي و ارتعاشات با  براي مدلسازي هرچه دقيق
هاي مدلسازي سراغ روش بايدپذير، هاي انعطافدامنه بزرگ سازه
از مسائل در  بسياري. ]7- 5[غيرخطي رفت و رويكردهاي 

. دهندي را ارائه نميهاي تحليلي دقيقارتعاشات غيرخطي، روش
تعيين هاي اساسي در تئوري ارتعاشات غيرخطي،  يكي از گام

اگر . استهاي پريوديك معيارهاي كافي براي تضمين وجود پاسخ
هاي به واسطه نيروي پريوديك تحريك شود، در تئوريسيستمي 

. رود كه پاسخ سيستم نيز پريوديك باشدكلاسيك انتظار مي
هاي همچنين، تئوري تشديد غيرخطي مبتني بر فرض خروجي

هاي روش. باشدهاي پريوديك ميپريوديك به واسطه ورودي
ده از تحليلي و نيمه تحليلي، فرايند محاسبه ضرايب فوريه، استفا

چهار روش  ،هاي توانيو تكنيك سري 3قضاياي نقطه ثابت
  . ]11- 8[باشند هاي پريوديك ميمتداول براي تعيين پاسخ

عنوان  توان بهتحليلي مي هاي تحليلي و نيمهروشاز 
هاي با دقت بالا براي تعيين مشخصه ،هاي مطلوب تكنيك

نام ) هاي محاسباتيبا لحاظ هزينه(هاي پيچيده ديناميكي سيستم
شود كه مطالعات هاي صورت گرفته، مشاهده ميبا بررسي. برد

هاي با پايه چرخان حاوي ترك با ملاحظات اندكي در حوزه سازه
هاي تحليلي و نيمه تحليلي انجام رفتار غيرخطي، با استفاده از روش

اي براي بررسي اثرات اگرچه تعداد تحقيقات گسترده. شده است
هاي يكسرگيردار صورت پذيرفته سرعت دوران بر ارتعاشات سازه

اند كه فركانس طبيعي بندي رسيدهمطالعات به اين جمع اين. است
هاي ثابت بوده، و دليل آن را هاي با پايه چرخان بيش از سازهسازه

  .]13, 12[اند ارزيابي كردهاثرات نيروهاي گريز از مركز 
هاي مختلف دوران پايه، هاي تحليلي ترك، سرعتيمدلساز

شعاع پايه چرخان، عمق ترك، مكان ترك در رفتار ارتعاشي اين سازه 
هاي تحليل با استفاده از يك بستر كليه مدلسازي. بررسي خواهد شد

_________________________________ 
3. Fixed Point Theory 

گذاري  هاي سازه سالم و معيوب صحهنمونهآزمايشگاهي با حضور 
   .]14[خواهند شد 
برنولي  - و همكاران به تحليل و مدلسازي تير اويلر 4ياشار

هاي طبيعي و شكل مودهاي فركانس. دار پرداختندترك چرخان
دار با پايه چرخان با سازه ترك 5ارتعاشي در امتداد فلپ و كُرد

به واسطه (هاي عرضي روشي مبتني بر محاسبه تغيير شكل
تعيين اختلاف انرژي پتانسيل سازه بدون ترك از انرژي پتانسيل 

در اين مقاله همچنين . حاصل شد) يك فنر پيچشي بدون جرم
سفتي گريز از مركز به دليل دوران پايه، به عنوان يك ترم سفتي 

 . ]15[گرفته شده است اضافي در معادلات در نظر 

و همكاران به بررسي اثر ترك در ارتعاشات  6پانيگراهي
غيرخطي خمشي تير تيموشنكو با پايه چرخان با دامنه حركت 

از دوران ارتعاشات غيرخطي آنها اثر سفتي ناشي . بزرگ پرداختند
تير تيموشنكو ترك خورده متصل به يك هاب چرخان را براي 

در اين روش بجاي ترك از يك فنر . اولين بار بررسي كردند
. كردپيچشي استفاده شد كه سازه را به دو بخش تقسيم مي
 7ريتز- معادلات حركت سيستم با استفاده از روش كلاسيك ريلي

مقاله همچنين اثر پارامترهاي مختلف مانند در اين . استخراج شد
سرعت دوران، شعاع هاب، عمق ترك و محل ترك مورد مطالعه 

  .]16[قرار گرفته است 
و همكاران از روش اجزا محدود و گالركين براي  8پانچور

استخراج فرم ضعيف معادلات حركت و تحليل ارتعاشات آزاد تير 
. ]17[استفاده كردند اويلر برنولي متصل به پايه چرخان 

و همكاران به بررسي ارتعاشات خمشي تير كامپوزيتي  9لاتالسكي
ديناميك سيستم با لحاظ . پرداختندنازك متصل به هاب چرخان 

اثرات ناهمسانگردي، اينرسي دوراني و برش عرضي در مدل 
براين معادلات علاوه. رياضي مسئله در نظر گرفته شده است

زه كششي سا - ديفرانسيل با مشتقات جزئي حركت كوپل خمشي
چرخان با استفاده از اصل هميلتون و روش گالركين كاهش 

 .]18[مرتبه يافته است 

و همكاران ارتعاشات غيرخطي تير  10كيتيپورنچاي
. دار را به صورت تجربي مورد بررسي قرار دادندتيموشنكو ترك

ترك را از روش ريتز مدلسازي كرده و سپس يك روش حل 
ارتعاشات اين سازه هاي غيرخطي مستقيم براي تعيين فركانس

به بررسي عمق ترك، محل  نهايتاً و حاوي ترك ارائه دادند

_________________________________ 
4. Yashar 
5. Chord 
6. Panigrahi 
7. Rayleigh-Ritz 
8. Panchore 
9. Latalski 
10. Kitipornchai 
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و  11خدايي. ]19[ترك، و نسبت ضريب اطمينان پرداختند 
همكاران تحليل تئوري و تجربي ارتعاشات كششي تير با پايه 

در اين مقاله ارتعاشات . چرخان را مورد بررسي قرار دادند
شي تير با چرخش ثابت پايه مورد ارزيابي قرار خم - پيچشي
ها براي تحريك تير در  ها از پيزوالكتريكدر تحليل. گرفت

هاي طبيعي  ا فركانسحسگره. هاي مختلف استفاده شدفركانس
ثير بيشتر پايه چرخان بر براي بررسي تأ. ا نيز تغيير دادندسازه ر

هاي متعددي در غياب پيزوالكتريك ارتعاشات خمشي، آزمايش
 .]20[نيز انجام شده است 

و همكاران به بررسي ارتعاشات آزاد يك تير نازك  12كاراگاچ
در اين مقاله اثرات . دار به صورت تجربي و عددي پرداختندترك

- هاي اصلي و بارهاي خمشي تير اويلرها بر فركانسموقعيت ترك
و همكاران به  13گاريلوك. ]21[بررسي قرار گرفت برنولي مورد 

بررسي پاسخ ديناميكي يك تير كامپوزيتي متصل به پايه چرخان در 
 14MFCسرعت ثابت ناشي از تحريك هارمونيكي با موتور متحرك 

تير در نظر گرفته شده با مقطع مستطيلي در هر مقطع، از . پرداختند
مواد  از. شده است تشكيل... مواد خاصي مانند كامپوزيت و لمينت و 

. پيزوالكتريك براي ايجاد اثر و تحريك سيستم استفاده شده است
هاي سازي شده و نمونهمحدود گسسته ئله با تكنيك اجزاياين مس

. صورت آزمايشگاهي مورد تحليل قرار گرفته است انتخابي به
با ولتاژ  MFCعملگر . 1: قالب صورت پذيرفته است 2ها در تحليل

ك نيروي عرضي در انتهاي تير با سرعت منبع تحري. 2هارمونيك 
 .]22[نيروي گريز از مركز دوراني ثابت به عنوان 

و همكاران پارامترهاي ارتعاشي يك تير كامپوزيتي  15چن
در . متصل به پايه چرخان را تعيين كردند 16خوردگيبا پيش پيچ

اين تحقيق اثرات نيروي كوريوليس و نيروي گريز از مركز در 
ريتز و براساس روش ريلي. معادلات در نظر گرفته شده است

كنند اي جبري كه شرايط مرزي را ارضاء ميتوابع چند جمله
هاي طبيعي و شكل مودهاي سيستم استخراج شده و  فركانس

ن و شعاع هاب بررسي جامعي از اثرات ابعاد، زاويه، سرعت دورا
 .]23[صورت پذيرفته است هاي مودال بر تغييرات ويژگي

برنولي  -به مدلسازي ارتعاشات تير اويلر 18و اينمن 17افشاري
آنها با . هاي پيزوالكتريك با ترك پيوسته پرداختندمجهز به وصله

قرار دادن عملگر پيزوالكتريك بر روي تير، اثر رشد ترك را بررسي 

_________________________________ 
11. Khodaei 
12. Karaagac 
13. Gawryluk 
14. Macro Fiber Composite 
15. Chen 
16. Pre-Twisted 
17. Afshari 
18. Inman 

ده از تكنيكي كه در آن ترك را استفا ،مدلسازيدر اين . دندكر
سازي پياده توان نميكنند عنوان يك فنر پيچشي مدلسازي مي به

 .]24[) مدلسازي شده استصورت پيوسته ترك به ( كرد

و همكاران به تحليل ديناميك سيستم تير متصل به  19آن
دامنه حركتي اين سيستم بزرگ و دو روش . هاب صلب پرداختند

اگرچه روش اول . سفتي متغير پايدار و ناپايدار بررسي شده است
تواند ديناميك پيچيده را مدل كرده و دامنه تر بوده اما ميساده

با توجه به سفتي متغير،  با اين وجود. بيني كندارتعاشات را پيش
به طوري كه دامنه در  ،شودرفتارهايي مانند تشديد مشاهده مي

يابد و پس از آن متوقف شده و ثابت ابتدا با زمان افزايش مي
 .]25[شود مي

طوركلي استخراج پاسخ دقيق براي مسائل غيرخطي مشكل  به
نيمه تحليلي متعددي در  /هاي تحليليروش. استو گاهاً غير ممكن 

 .]27, 26[هاي ارتعاشي مورد استفاده قرار گرفته است سيستمتحليل 
هاي معروف براي حل مسائل يكي از روش 20روش پرتوربيشن

بر وجود پارامترهاي كوچك تحت عنوان غيرخطي است كه مبتني
كه بسياري از معادلات از آنجا. استازه اغتشاشات در معادلات اند

ستند، براي استخراج پاسخ آنها يغيرخطي شامل اين پارامتر ن
روش توازن  ،21كمينه -روزتري مانند روش بيشينههاي به روش
هوموتوپي پرتوربيشن،  ، روش23، روش توازن هارمونيك22انرژي
و روش اصلاح شده  25، روش پارامتر توسعه يافته24هاي هيروش

 . را نام برد 26ليندستت پونكير

هاي بررسي شده، روش هوموتوپي پرتوربيشن از تمام روش
كه براي رفع مشكلات حل  بالاستيك رويكرد رياضي با دقت 

مشكل . ]31- 28[شود غيرخطي به كار برده ميمعادلات 
هاي اوليه پرتوربيشن، فرض يك عدد كوچك در ساختار  نسخه

. ]32[بايست منطبق با فيزيك مسئله باشد روابط بوده كه مي
پذيري فيزيك مسئله با عدد انطباق(وجود اين محدوديت 

  .]33[سازد ها را محدود ميشديداً كاربرد اين روش) پرتوربيشن
تني بر هدف اين مقاله، توسعه يك رويكرد قابل اطمينان مب

دار روش هوموتوپي پرتوربيشن براي مدل غيرخطي يك سازه ترك
. استاي متصل به هاب چرخان در قالب يك مطالعه مقايسه

معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي غيرخطي سيستم با استفاده 
نسيل مرتبه اول غيرخطي از روش گالركين تبديل به معادله ديفرا

_________________________________ 
19. An 
20. Homotopy Perturbation 
21. Max-Min approach (MMA) 
22. Energy Balance Method (EBM) 
23. Harmonic Balance Method (HBM) 
24. He’s Approaches (Variational, Frequency amplitude) 
25. Parameter Expansion Method (PEM) 
26. Modified Lindstedt-poincare Method (MLPM) 
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معادلات با استفاده از روش هوموتوپي سپس پاسخ اين . اند شده
به طور كلي استفاده از تكنيك . پرتوربيشن استخراج شده است

در شناسايي رفتار ارتعاشي و تحليلي ) هوموتوپي پرتوربيشن(
- سازه(اي دارند هايي كه رفتار ديناميكي پيچيدهپايداري سيستم

له به از جمله نكات بديع اين مقا) دار با پايه چرخانهاي ترك
پارامترهاي اساسي موثر بر پايداري سيستم در قالب . رودشمار مي

نمودارهاي پاسخ زماني، نمودار فازي و نمودارهاي دوشاخگي براي 
از . انددو حالت ارتعاشات آزاد و اجباري مورد ارزيابي قرار گرفته

جمله ساير نكات اصلي و برجسته كه در اين مقاله به آن پرداخته 
برنولي متصل به پايه - مدلسازي دوبعدي تير اويلر: ند ازشده عبارت

سازي دار با پايه چرخان و پيادهچرخان، تحليل پايداري تير ترك
 (HDHPT) 27روش هوموتوپي پرتوربيشن با جابجايي مرتبه بالا

براي تحليل ديناميكي تير با پايه چرخان با لحاظ اثرات سفت 
  .كنندگي نيروي گريز از مركز

باشد كه در بخش دوم مدل مقاله به اين صورت ميساختار 
هاي گريز از ديناميك سازه با پايه چرخان ترك دار با لحاظ نيرو

مركز توصيف شده و پاسخ معادلات حركت توسط تكنيك هوموتوپي 
ها و سازيبخش سوم به ارائه شبيه. پرتوربيشن استخراج شده است

پردازد و نهايتا مقاله با يمقايسه نتايج در قالب پارامترهاي موثر م
  .گيري به اتمام رسيده استارائه نتيجه

  سازي رياضيمدل
، چگالي  A، سطح مقطع lبرنولي همگن با طول  - سازه تير اويلر

�ρ مدول الاستيسيته ،E به يك هاب بدون وزن با سرعت دوراني ،
  ها در صفحات تغيير شكل. متصل شده است) 1(به مانند شكل

XZ   وXY پذيردصورت مي. 

  
  سازه متصل به پايه چرخانمدل  - 1شكل 

  : ست ازا ميدان سرعت يك نقطه انتخابي بر روي سازه عبارت
)1( ˆ ˆy y z zu u V e e 

yuكه در آن   وzu w  به ترتيب تغيير شكل تير در راستاهاي
y   وz  34[انرژي جنبشي هاي سيستم شامل انرژي .باشدمي[:  

_________________________________ 
27. High Deformation Homotopy Perturbation Theory (HDHPT) 
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  :شودو انرژي پتانسيل به صورت زير تعريف مي
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 كار. باشندبه ترتيب تنش و كرنش تير مي و  در اين رابطه 
انجام شده توسط نيروهاي دوراني و اغتشاشات خارجي در نظر 

  :است  گرفته شده بصورت زير
)5( ext ROW W W 

  :كه در آن
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RO R

w
W f dx
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l

ext y zW f f w dx 
. هستند z و y به ترتيب نيروهاي خارجي در راستاي zfو  yfهمچنين 

  :كه طوري شود بهروي سيستم اعمال ميRfبا دوران تير، بار محوري

)7( 
2

2 21
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x
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  :در اصل هميلتون) 5(و ) 4(، )2( با جايگذاري معادلات
)8(  

0

0
t

t

T U W dt    
ي ديناميك غيرخطي حركت ناشي از يمشتقات جزمعادلات 

 :شوددوران سازه بصورت زير استخراج مي
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دار باعث كاهش سازه ترك. استممان دوم سطح  Iكه در آن 
چرا كه سفتي . شودسازه به سبب كاهش صلبيت آن مي 28سفتي

براي . مراتب از سفتي خمش تير كمتر استخمشي ترك، به 
دار توسط فنر بدون جرم، سازه با استفاده از مدلسازي تير ترك

براي سمت چپ ترك و  1زيرنويس (شرايط سازگاري به دو قسمت 
فرض بر اين است كه  .شودتقسيم مي) براي سمت راست ترك 2

 z برابري نيروي برشي، ممان خمش و جابجايي عمودي در جهت

به صورت ) جهتي كه اثر ترك در آن امتداد در نظر گرفته شده است(
  :است )10(معادله 

)10( 

1 2( ) ( )w a w a

2 2
1 2

2 2

( ) ( )w a w a

x x

 


 
3 3

1 2
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( ) ( )w a w a
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شرط تعادل از ممان خمش و شيب دو طرف ترك به صورت 
  :شودزير تعريف مي

)11( 
2 2

2 1 1
2 2

( ) ( ) ( )yyEIw a w a w a

k xx x

  
 

 

. باشدسفتي ترك مي k فاصله از ريشه تير تا ترك و a كه در آن
همچنين چهار شرط مرزي براي تكميل معادلات حركت عبارتند 

  :از
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  :با تعريف متغيرهاي زير
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  : شودبازنويسي مي )14( معادلهبه صورت ) 9(معادله 

_________________________________ 
28. Stiffness 
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سازي معادله حركت روش مودهاي به منظور گسسته
به طور كلي پاسخ مساله به فرم . سازي شده استفرضي پياده

  :باشدزير مي

)15(  
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( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )
T T

i i
i

w W V T       




   

)كه در آن  )iV   و( )iW  در اين . باشندشكل مودهاي متعامد مي
. در نظر گرفته شده است) به عنوان مود غالب(مسئله تنها مود اول 
  :در اين صورت داريم
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  :كه در آن
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منجر به ) 18(در معادله ) 12(تا  )10(كارگيري معادلات با به
سازي با پياده. شودو مقادير ويژه مي A-Dاستخراج ضرايب 

تبديل ) 14(روش گالركين، دستگاه معادلات با مشتقات جزئي 
  :شود بهمي

)19( 3
0( ) (0) , ( ) 0mT T gT f for T A T       

  :كه در آن
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/با تعريف  m  ،/g m ،( ) /F f m  و در نظر گرفتن
( ) ( ) ( )T u u    شود بصورت زير بازنويسي مي) 19(ادله مع:  

)21( 2 3u u u F    

)22( 0(0) , (0) 0u A u 

فركانس طبيعي غيرخطي سيستم و شرايط اوليه براي  كه در آن
  . گرددتوصيف مي) 22(مطابق با معادله ) 21(استخراج پاسخ معادله 

در گام بعد براي تحليل مودال، ارتعاشات آزاد و اجباري معادله 
با رويكرد تغيير شكل مرتبه (، از روش هوموتوپي پرتوربيشن )21(

مدل رايج  مزيت اين روش نسبت بهمهمترين . شوداستفاده مي) بالا
. است )امi-1ام از ترم iترم  محاسبه( آن وجود يك الگوي بازگشتي

نيازي به تعريف پارامترهاي  HDHPMبراين در روش علاوه
با تشكيل معادله هموتوپي . باشدكوچك در معادله ديفرانسيل نمي

  :]35[داريم ) 21(براي معادله 
)23( 1 1( ) ( ) ( ) ( )m m m m mu X u hH R     u

  :كه در آن

)24(
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0همچنين  0( ) cos( )u A   بوده ) 21(تقريب اوليه پاسخ معادله
q[0,1]كند،كه شرايط اوليه را ارضاء مي   پارامتر اغتشاشات

0q است كه در آن بازاء   مقدار*u به تقريب اوليه و بازاء 

1q  )به پاسخ دقيق  u*مقدار   )u  كند، ميل مي( )H  
)تابع كمكي بوده كه مقدار آن براي اين مسئله  ) 1H    و

1.5 0.5h    پارامترهاي . در نظر گرفته شده است  وN 
و ) 21(به عنوان اپراتورهاي خطي و غيرخطي كمكي در معادلات (
  :به صورت زير تعريف شده است)) 22(
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  :كه در آن
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  ):26(در معادله ) 27(با جايگذاري معادله 
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  :آن خواهيم داشتسازي و ساده
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  : داريم) 32(معادله  براي جلوگيري از سكولار شدن
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  : ست ازا كه پاسخ آن عبارت
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2m به همين ترتيب براي  داريم :  
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همچنين با عدم . محاسبه كرد 1uتوان به مانند را نيز مي 2uمقدار 
) )28(دومين جمله معادله ( 1، مقدار )36(سكولار شدن معادله 

توان به صورت زير را مي) 36(بنابراين معادله . شودمحاسبه مي
  :بازنويسي كرد

)37(
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0
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  :شودكه پاسخ آن به صورت زير استخراج مي
)38( 
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  :شودصورت زير نتيجه مي هفركانس طبيعي غيرخطي سيستم ب

  :ست ازا بنابراين پاسخ سيستم عبارت
)40(0

3 3
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0( ) cos( )
32

)
3

cos( ) co (
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s
A A

u A
     

اكنون ارتعاشات اجباري با تحريك هارمونيك سيستم بررسي 
0با در نظر گرفتن . شودمي cos( )FF F    به عنوان تحريك

F/خارجي براي سيستم با لحاظ  F l E   پاسخ به ،
  :شودصورت زير در نظر گرفته مي

)41( ( ) cos( )Fu A  

  : داريم) 21(در معادله ) 41(با جايگذاري معادله 
)42( 2 3

0

3

4FA A A F     

نمودار ، )Fبر حسب برحسب ( Aبراي استخراج ) 42(با حل معادله 
   .شوددوشاخگي استخراج مي

  سازي و تحليل نتايجشبيه
چرخان به  دارسازي تير تركدر اين بخش نتايج حاصل از شبيه

اي براي پارامترهاي مختلف موثر بر واسطه يك مطالعه مقايسه
پارامترهاي در نظر گرفته . عملكرد سيستم بررسي و ارائه شده است

)7: د ازها عبارتنسازيشده براي شبيه )l m ،20.24( )A m ،
37800 ( / )kg m ، 210 ( )E GPa  0و 1c  .  

پارامترهاي مورد مطالعه موثر بر عملكرد سيستم سازه با پايه چرخان در 
0قالب، مقادير اوليه  (0.01, 0.02, 0.03,0.04)( )iA m دامنه ،

0تحريك خارجي  (20, 25, 30, 35)( )iF N سرعت دوران ،
(0,10,20,25)( / sec)i rad 25، فركانس تحريك( )F Hz  ،

4 سفتي ترك 4 5 5(10 ,5 10 ,10 ,5 10 ) ( . )ik N m  و محل ترك
(0.1, 0.3, 0.5,0.8)ic اثرات متقابل اين . در نظر گرفته شده است

نمايش داده و ) 5- 1(ركانس غيرخطي سيستم در جداول پارامترها بر ف
مقايسه شده  29براي يك حالت خاص با الگوريتم عددي رانگ كوتا

  . است
  i و kهاي غيرخطي، مقايسه فركانس - 1 جدول

_________________________________ 
29. Rung-Kutta 

)39(
2

2 2 2 2 2 4
0 0 0

3 3 21

4 2 32
A A A           

 

 i 
k 

0 10 20 25 

104 054/0  898/2  795/5  692/8  

5104
 060/0  921/2  983/5  895/8  

105 061/0  973/2  183/6  016/9  

5105
 061/0  501/3  980/6  814/9  

RK4 06104/0  5041/3  9874/6  8273/9  
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 iو cهاي غيرخطي، مقايسه فركانس - 2 جدول

i
c 

0 10 20 25 

1/0 054/0 358/2 715/4 072/7 

3/0 058/0 538/2 998/4 453/7 

5/0 060/0 676/2 150/5 595/7 

8/0 061/0 687/2 167/5 604/7 

RK4 06103/0 6889/2 1719/5 6132/7 

  A0و  cهاي غيرخطي، مقايسه فركانس - 3 جدول
  A0

c 0.01 0.02 0.03 0.04 

1/0 0536/0  0796/0  1048/0  1345/0  

3/0 06/0  0853/0  1122/0  1439/0  

5/0 061/0  0975/0  1246/0  1566/0  

8/0 0611/0  098/0  1251/0  1569/0  

RK4 06113/0  09809/0  1256/0  1581/0  

 A0 و  kهاي غيرخطي، مقايسه فركانس - 4 جدول

k
A0

104 5104 105 5105 

01/0 0526/0  0813/0  1134/0  147/0  

02/0 06/0  0846/0  1146/0  1466/0  

03/0 0610/0  0853/0  1151/0  1471/0  

04/0 0611/0  0854/0  1152/0  1471/0  

RK4 06152/0  08573/0  11531/0  14717/0  

  cو  kهاي غيرخطي، مقايسه فركانس - 5 جدول
k

c 
104 5104 105 5105 

1/0 03485/0 05389/0 06027/0 06108/0 

3/0 04398/0 05786/0 0608/0 06113/0 

5/0 05366/0 06008/0 06106/0 06116/0 

8/0 05391/0 06096/0 06115/0 06117/0 

RK4 05432/0 06110/0 0.061198 0.06120 

رود با افزايش ترم سفتي فنر پيچشي طوركه انتظار مي همان
دار به فركانس  ، فركانس طبيعي غيرخطي سازه ترك)سفتي ترك(

براين، مي توان دريافت كه علاوه. شودتر مي طبيعي تير سالم نزديك
تر است، فركانس غيرخطي پايين هاي نزديك به ريشهبراي ترك

كه با حركت ترك به سمت انتهاي آزاد، مقدار فركانس  حاليدر
تر شدن ترك به است كه با نزديك شايان ذكر. يابدافزايش مي

اين به معني ميزان . شودانتهاي آزاد، تغييرات فركانس نيز كمتر مي
. استهاي با پايه چرخان هاثر جزئي ترك در انتهاي آزاد براي ساز

همچنين تغييرات ميان روش هوموتوپي پرتوربيشن با تخمين 
اي و الگوريتم عددي رانگ كوتا با افزايش سرعت دوران دوجمله

 .يابدافزايش مي

هاي ثابت ترك توان دريافت كه براي ويژگيهمچنين مي
با افزايش سرعت دوران فركانس غيرخطي به  )kو سختي  c مكان(
يابد كه اين به واسطه اثرات سفتي گريز از مركز دت افزايش ميش

همچنين براي تير بدون دوران پايه، هرچه محل ترك از . است
با اين حال، . رودشود، فركانس طبيعي نيز بالاتر ميريشه دورتر مي

هاي مكان(در اين حالت با تغيير مكان ترك به سمت انتهاي آزاد 
0.5c   0.8وc  (اين مسئله . كندفركانس تغيير چنداني نمي

به عبارت ديگر، مقادير . براي سازه با پايه چرخان متفاوت است
. دهدصورت قابل توجهي كاهش مياثرات ترك را به  iبالاتر 

ر اوليه بر طور مشابه براي يك سفتي ترك ثابت اثرات مقدا به
تغييرات فركانس قابل ملاحظه نيست و اين درحاليست كه اثرات 

 .توان بر فركانس ناديده گرفتمحل ترك را نمي

هاي سازي براي ميزان اثر مكان و سفتيبراين، شبيهعلاوه
مختلف ترك و تعامل اين دو پارامتر بر فركانس طبيعي سازه صورت 

ترك اثرات جدي بر  k يا cبراي مقادير كوچكتر . پذيرفته است
طوريكه با نزديك شدن به. فركانس طبيعي غيرخطي سيستم دارد

)  kترك به انتهاي آزاد سازه فركانس افزايش و با افزايش 

k   آنچه از مقايسه نتايج ميان  .شودترك تقريبا ناپديد مياثر (
آن است كه با  باشدروش تحليلي و روش عددي قابل مشاهده مي

به طور (تر شدن رفتار ديناميك سيستم به رفتار غيرخطي نزديك
مثال، كاهش سفتي ترك، نزديك شدن ترك به پايه، افزايش 

هاي سازيفاصله مقادير شبيه) سرعت دوراني و افزايش مقدار اوليه
توان دريافت كه روش همچنين مي. شوداين دو روش بيشتر مي

با تخمين صرفا دوجمله نتايجي با اختلاف هوموتوپي پرتوربيشن 
  .دهدجزئي با نتايج روش عددي نمايش مي

و در  )5(تا ) 2(هاي در ادامه عملكرد سيستم توسط شكل
. هاي فازي براي ارتعاشات آزاد نمايش داده شده استقالب تحليل

 (Ai)نمودار فازي سيستم براي مقادير اوليه متفاوت ) 2(در شكل 
  . ده استنشان داده ش

  
 نمودار فازي براي مقادير اوليه مختلف - 2شكل 
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توان مشاهده كرد كه سيستم به ازاء تمام همانطور كه مي
دهد كه مقادير اوليه در نظر گرفته شده رفتار پايدار از خود نشان مي

. تواند شرايط تعادل را كاهش دهدافزايش دامنه نوسانات مي
هاي بسته توليد منحني همچنين اثر مقدار اوليه منجر به

شود كه با افزايش اين مقدار، منحني در دو متحدالمركزي مي
يابد كه خود راستاي افقي و عمودي بدون نقطه مشترك افزايش مي

به طور كلي رفتار پايدار . استمتناظر افزايش دامنه نوسانات سيستم 
سيستم در نمودارهاي فازي تشكيل يك منحني بسته دايروي يا 

اندازه هر نمودار ارتباط مستقيمي با تعادل انرژي . دهدبيضوي را مي
با افزايش صلبيت سيستم اندازه هر منحني بسته . سيستم دارد
  .يابدكاهش مي

با افزايش اندازه منحني بسته، سطح انرژي سيستم نيز افزايش 
هاي موجود متحدالمركز اي منحنيبا افزايش سرعت زاويه. يابدمي

در اين حالت ). 3شكل (شوند در امتداد محور افقي كشيده ميبوده و 
هاي دوراني، سيستم به حفظ پايداري خود ادامه داده، با تغيير سرعت

ميزان تغييرات . شوداما پاسخ آن به تغييرات شرايط اوليه سريعتر مي
به )2(تا اولين سرعت دوراني ) 1(انرژي براي سيستم ثابت 

هاي سرعت(با افزايش سرعت دوران . درصد رسيده است 50بيش از 
يابد نسبت نرخ تغييرات دامنه نوسان كاهش مي) 4و  3دوراني 

  .استكه نشان دهنده كاهش انرژي سيستم 

  
  هاي دوراتي مختلفعتنمودار فازي براي سر - 3شكل 

اثرات مكان و سفتي ترك نيز در محدوده معيني در نمودار فازي 
اند كه رفتار آنها به ازاء تغيير در مقادير در نظر گرفته شده قرار گرفته

توان از نمودارها دريافت كه همچنين مي). 5و  4شكل (محدود است 
هاي بسته منحنيافزايش مقادير سفتي و با دور شدن ترك از ريشه تير، 

گيرند كه نشان دهنده كاهش انرژي سيستم فرم بيضي به خود مي
تر نزديك(يابد ميزان اين تغييرات در مقادير سفتي بالا كاهش مي. است

  ).دار به تير سالمشدن رفتار تير ترك

  
  هاي مختلف تركنمودار فازي براي موقعيت - 4شكل 

  
  مختلف تركهاي نمودار فازي براي سفتي - 5شكل 

بندي كرد آن است كه  ها جمعسازيتوان از اين شبيهآنچه مي
اي، سفتي و محل ترك مورد بررسي اثرات تغييرات سرعت زاويه

توان دريافت همچنين مي. داري بر تغييرات نمودار فازي دارندكران
اي شديدترين اثر را در كه تغييرات دامنه شرايط اوليه و سرعت زاويه

  .ترهاي مورد مطالعه بر رفتار ارتعاشات آزاد سيستم داردبين پارام
تعاشات اجباري در قالب تغيير نتايج حاصل از تحليل ار

هاي انتهاي سازه، نمودار فازي و نمودارهاي دوشاخگي در  شكل
به مانند بخش قبل، تأثير . اندمقايسه شده) 9(تا ) 6(هاي شكل

. يستم بررسي شده استپارامترهاي مختلف بر عملكرد و پايداري س
توان مشاهده كرد بيشترين پارامتر تأثيرگذار بر همانطور كه مي

اي و تحريك خارجي است كه عملكرد سيستم، اثرات سرعت زاويه
  .به وضوح از نمودارهاي فازي و دوشاخگي قابل استنتاج است
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  )الف

  
  )ب

  
  )ج

براي دامنه تغيير شكل نمودار فازي و دوشاخگي الف تا ج،  - 6شكل 
  تحريك مختلف

  
  )الف

  
  )ب

  
  )ج

هاي تغيير شكل، نمودار فاز و دوشاخگي براي موقعيت، الف تا ج - 7شكل 
  مختلف ترك
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  )الف

  
  )ب

  
 )ج

هاي تغيير شكل، نمودار فازي و دوشاخگي براي سرعت الف تا ج، - 8شكل 
  اي مختلفزاويه

  
  )الف

  
  )ب

  
 )ج

هاي نمودار فازي و دوشاخگي براي سفتيتغيير شكل،  الف تا ج، - 9شكل 
  مختلف ترك

هاي براي تحليل ارتعاشات آزاد، نمودارهاي فازي منحني
اي پايداري را نمايش دادند كه دامنه آنها وابسته به شرايط اوليه دوره
هاي با ارتعاشات از طرف ديگر يك پاسخ رايج براي سيستم. بود
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است كه دوره  30خه محدوداي به نام چرهاي دورهاجباري، منحني
همچنين در اين حالت پاسخ . آن متناسب با تحريك هارمونيك است

سيستم تنها به شرايط اوليه بستگي نداشته و متاثر از انرژي سيستم 
  . است

هايي، دوشاخگي منجر به تغيير در رفتار در چنين سيستم
نقطه اوج رزونانس به سمت راست خم شده و . شودرزونانسي مي

هر دو طرف منطقه هيسترزيس را  يل دو شاخگي دوبخشي درتشك
شود، با مشاهده مي) 6(همانطور كه از نمودار دوشاخگي شكل . دهد مي

اين بدان  .شودافزايش دامنه تحريك، منطقه احاطه شده گسترده تر مي
هاي كوچكتري از تغيير در تواند در بازهمعناست كه پاسخ ديناميكي مي

با اين . تر شودد و سيستم نسبت به اين تغييرات حساسپارامترها رخ ده
  .گذاردهاي غيرخطي تأثير نمي حال، اين امر بر رفتار كلي فركانس

به واسطه حركت ترك به سمت ريشه، نقطه پيك رزونانسي 
به سمت چپ حركت كرده، شيب نمودارهاي دوشاخگي كمتر شده و 

). 7شكل (كند ني ميرفتار ديناميكي سيستم با دامنه بزرگتري نوسا
ناحيه محصور در نمودار فازي اين شكل نيز مبين افزايش انرژي 

  . استسيستم با حركت ترك به سمت ريشه 
ثير اندكي بر شيب اي يا سفتي ترك تأدر سرعت زاويه تغيير
كه تغييرات سرعت  در حالي) 9و  8شكل (گذارد مي 31بنمنحني بك

مقادير فركانس طبيعي غيرخطي  اي موجب تغييرات بزرگي درزاويه
، دامنه ارتعاشات و حركت نمودار )افزايش نسبت فركانسي(سيستم 

همچنين اثرات بارز تغيير . شوددوشاخگي در امتداد محور افقي مي
توان در نمودار پاسخ زماني در سفتي ترك در ارتعاشات اجباري را مي

  .مشاهده كرد) ارتعاشات(

  گيري نتيجه

به تحليل پايداري و ارتعاشات آزاد و اجباري يك سازه در اين مقاله 
معادلات . دار متصل به پايه چرخان پرداخته شدپذير تركانعطاف

ديفرانسيل با مشتقات جزئي حركت با استفاده از روش گالركين به 
معادلات ديفرانسيل معمولي مرتبه دوم غيرخطي گسسته و پاسخ با 

ربيشن با تغيير شكل مرتبه بالا استفاده از تكنيك هوموتوپي پرتو
هاي تحليل. استخراج و با الگوريتم عددي رانگ كوتا مقايسه شد

. استنمودار فازي مبين رفتار پايدار سيستم در ارتعاشات آزاد 
هاي مفصلي در مورد اثرات پارامترهاي مهم و موثر بر بررسي

سفتي عملكرد سيستم مانند مقدار اوليه، سرعت دوران پايه، محل و 
 ترك بر رفتار ارتعاشات غيرخطي سيستمي كه در معرض تحريك

هاي زماني، نمودار فازي و خارجي قرار گرفته به واسطه تحليل پاسخ

_________________________________ 
30. Limit Cycles 
31. Backbone 

با توجه به نيروهاي گريز از مركز، . دوشاخگي صورت پذيرفت
كه براي يك  به طوري. كنددار به شدت تغيير ميپايداري سازه ترك

ي ترك، اينرسي دوراني مساحت ناحيه مكان ثابت و سفتي پيچش
هاي بالاتر محصور در نمودار فازي را به كمتر از يك سوم در سرعت

هاي براي سرعت. دهدنسبت به حالت بدون دوران كاهش مي
هاي ترك مقاوم هاي پايداري نسبت به مشخصهاي بالا، مرززاويه
ي بالا هابه طوريكه تغييرات در ناحيه محصور در سرعت. باشدمي

اين رفتار براي مقادير مختلف سفتي و . استدرصد  15كمتر از 
درصد در ناحيه  10تغييرات كمتر از (مكان ترك نيز صادق است 

سيستم پيشنهادي نسبت به تغيير در ساير مقادير ). محصور
پارامترهاي در نظر گرفته شده رفتار پايدار از خود نشان داد، اين در 

. بستگي زيادي به جنس و هندسه مسئله داردحاليست كه پايداري وا
توان دريافت مبين آن است كه سادگي و كارآمدي روش آنچه مي

) دو جمله اول(هاي اوليه دقيق هوموتوپي پرتوربيشن حتي با تخمين
هنگاميكه نياز به بررسي اثرات پارامترهاي مختلف و مهم بر رفتار 

شد همچنين براي باهاي با ديناميك پيچيده ميغيرخطي سيستم
هاي عددي هاي گسترده ارتعاشات در مقابل روشمسائل با دامنه

هاي كلاسيك اغتشاشات قابل و حتي روش) رانگ كوتا(موجود 
  .ملاحظه است
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