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Abstract  

      In the variable parameter linear method, which is used to express systems with 
time-varying state-space matrices, the stability and performance of the feedback 
system are guaranteed and there is significant potential for improving efficiency. 
The dynamics of these types of systems depend on a variable parameter with time, 
which is considered in this research as the angular velocity of the reaction wheel. 
The values of this parameter are unknown over time but can be measured by the 
performance of the system. By using the tabulation gain technique, the stability of 
the variable parameter system is checked and the tabulation parameter is selected 
as a function of estimating effective control factors. The extracted sufficient 
conditions are converted into linear matrix inequality conditions that can be 
solved by the convex algorithm. In order to ensure the stability and performance 
of the variable parameter system, the tabulated gain is obtained by solving the 
controlling conditions. Numerical simulation results show the success of the 
proposed method. 
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چکیده 

یک سیستم پارامتر متغیر معرفی  پیوسته را برای  -های زمانلاین مقاله یک روش تخمین پارامتر از مد 
حالت تابع از پارامترهای  -های فضاهایی با ماتریسکند.در روش خطی پارامتر متغیر که برای بیان سیستممی

زمان متغیر است، پایداری و عملکرد سیستم فیدبک تضمین و یک پتانسیل قابل توجه برای بهبود کارایی وجود  
سیستم  نوع  این  دینامیک  یک  دارد.  به  زاویهها  سرعت  پژوهش  این  در  که  زمان  با  متغیر  چرخ  پارامتر  ای 

العملی در نظر گرفته شده وابسته است. مقادیر این پارامتر در طول یک بازه زمانی نامعلوم، اما با عملکرد  عکس 
امتر متغیر بررسی و بندی، پایداری سیستم پارگیری است. با استفاده از تکنیک بهره جدولسیستم قابل اندازه

شود.شرایط کافی استخراج  بندی برای یک عملکرد از تخمین فاکتورهای موثرکنترلی انتخاب میپارامتر جدول 
توانند با الگوریتم محدب حل شوند. با حل این  شوند که میماتریسی خطی تبدیل می شده به شرایط نامساوی

ری و عملکرد سیستم پارامتر متغیر را تضمین  آید تا پایدادست می ه بندی شده بکننده، بهره جدولشرایط کنترل
 دهند.سازی عددی موفقیت آمیز بودن روش پیشنهادی را نشان می کند. نتایج شبیه 

 بهره بندی، کنترل وضعیت، ماهواره، جدولخطی پارامتر متغیر های كلیدی: واژه 

12علائم و اختصارات 

Ω ها ای چرخزاویهسرعت  
 𝐼𝑅𝑊 محور چرخش  ینرس یا  یها سیماتر

 𝑃𝑠 ماتریس محورچرخش 
𝜎 بندیبردار پارامتر زمان

ما یفضاپ ینرس یا  سیماتر  𝐼
𝜔 ای فضاپیمابردار سرعت زاویه

𝑞 کواترنیون 
 0 شرایط آغازین 

e خطا

 T هدف 

Skew Symmetric ×

مقدمه  

های متعدد فضایی  تکنیک محوری در مأموریتکنترل وضعیت یک  
می تضمین محسوب  را  فضاپیما  دقیق  و  درست  عملکرد  که  شود 

های کنترل وضعیت دقیق و مانورهای سریع، به  برای سیستم  کند.می

_________________________________
دانشیار   .1

ب گشتاورهای ه دلیل  کمترین  با  آرام  و  پیوسته  کنترل  آمدن  دست 
چرخ ممکن،  عکس اغتشاشی  مناسبهای  هستند.  العملی   کنترل تر 

نیازمند   بالا که  مرتبه  و  معادلات غیرخطی  وجود  با  فضاپیما  وضعیت
 و  مهم  مسائل بسیار  جمله  است، از  حل   در  بالایی  حساسیت  و  دقت

 است.حاضر  عصر در پیچیده
ابزارهای  از عملگرهای متعددی همچون  برای کنترل وضعیت 

می  استفاده  خارجی  گشتاور  تولید  ابزارهای  و  گشتاور  که تبادل  شود 
هایی همچون گشتاور پایین ابزارهای تولید گشتاور خارجی محدودیت 

رای کنترل وضعیت کامل توان از ابزارهای تبادل گشتاور ب دارند. اما می 
به  آن،  ماهواره  مختلف  انواع  میان  در  که  کرد  استفاده  عملگر  عنوان 
تولید  می   العملی عکس   چرخهای کنترلی  دقیق  گشتاور  کنند. توانند 

العملی برای کنترل وضعیت های عکس بنابراین، در این مقاله از چرخ 
.[ 1]   شود دقیق استفاده می 

عکس چرخ  محورهای  سه  از  یکی  موازی  هرکدام  که  العملی 
نوع سیستم کنترلی را میبدنه ماهواره است، ساده برای  ترین  سازد. 

 ارشد ی.کارشناس2
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-ها یک چرخ عکسدیدن یکی از چرخ کنترل کافی در صورت آسیب
اطمینان کل سیستم نصب  قابلیت  افزایش  منظور  به  العملی چهارم 

ضاپیما در نظر  شود. محور چرخ چهارم خارج از سه محور اصلی ف می
شود که قابلیت ایجاد گشتاور حول سه محور اصلی را اضافه گرفته می

 [.2]کند می

خطی بودن و مرتبط بودن دینامیک و سینماتیک به دلیل غیر
سازی های خطیل دقیق به سختی برای روشوضعیت فضاپیما، کنتر

روش  دهد.پاسخ می آنالیز اگرچه  برای  مفیدی  ابزارهای  های خطی 
آنپ اما  هستند  عملکرد  و  مناسب  ایداری  مستقیم  اجرای  برای  ها 

براین، تقاضا برای امنیت ماهواره و قابلیت اطمینان باعث  علاوه نیستند.
به وجود آمدن تحقیقات برای کنترل وضعیت در حضور خطا و اشباع  

 عملگر شده است.

تضمین   کلی  پایداری  لیاپانوف  همچون  شرایطی  از  استفاده  با 
مواقع  شودمی بیشتر  در  کنترل  عملکرد  اما  می،  گرفته  شود. نادیده 

-بردن هم زمان از پایداری کلی و عملکرد کنترل با روشاگرچه بهره 
های اخیر توجه زیادی به روش  های معمول سخت است، اما در سال

توان با این روش به هدف ذکر  شده است که می 3خطی پارامتر متغیر 
های زمان  تواند به طور دقیق مشخصه این نوع سیستم میشده رسید.  

-کننده بهره جدولمتغیر پارامترهای سیستم را توصیف کند. کنترل
ها را با استفاده از اطلاعات پارامترهای تواند عملکرد سیستممی  4ندیب

 زمان متغیر بهبود بخشد. 
روش گذشته  دهه  سه  نظری   در  طور  به  متغیر  پارامتر  خطی 

خیلی گسترش پیدا کرده و به مسائل متعدد مهندسی اعمال شده است.  
[ بعد از  3]  5اولین بار از روش خطی پارامتر متغیر در رسانه آقای شاما

جدول بهره  سال  معرفی  در  با    1988بندی  آن  از  بعد  شد.  برده  نام 
دی که منحصر به  بندولگسترش این روش یک شیوه جدید بهره ج 

سازی آنالیز و ترکیب دست آمد، که هدف نهایی آن فرمولفرد است به 
نامساوی  در  ماتریسی خطینتایج  مقالات [4]بود    6های  آن  از  بعد   .

د برای موشک  این روش  از  یا  زیادی  کنترل خودخلبان غیرخطی  ر 
توابع  [ 5]شده  کوپل  از  استفاده  با  پرواز روی زوایای حمله   یا کنترل 

و در عملکرد هواپیماها و هلیکوپترها   [ 6]لیاپانوف وابسته به پارامتر  
. در این  [7]برای کاهش ارتعاشات در طول پاکت پرواز استفاده شد  

میان از روش خطی پارامتر متغیر سوییچینگ نیز در مسائل مربوط به  
بهره برده    [ 9] ل هوافضایی  و دیگر وسای [6]موشک [، 8]میکرو ماهواره  
برخی  در  به پژوهش   شد.  عملکرد  بررسی  برای  از  ها،  مثال  طور 

 H2یا    [ 10و   8،  7] های خطی ماتریسی  با حل نامساوی   ∞Hخور پس 
ها نشان استفاده شد و نتایج برتری این روش را نسبت به دیگر روش

های اخیر از این روش در رابطه با فضاپیما و دادند. در نهایت در سال

_________________________________ 
3. Linear Parameter Varying (LPV) 

4. Gain Scheduled Control Systems 

نامعینیماهواره   با  ها  استفاده و برتری این روش بار دیگر در مقابله 
ای با زمان و سرعت زاویه متغیر با زمان همچون ممان اینرسی متغیر  

 . [12و  11]العملی متغیر با زمان ثابت شد کره عکس

و  عملکرد  کنترل  به  روش  این  گسترش  برای  مقاله  این  در 
ماهواره  عکسپایداری،  چرخ  چهار  با  معالعای  است. ملی  شده  رفی 

عنوان یک سیستم خطی پارامتر متغیر بیان شده  دینامیک فضاپیما به 
های خطی  بندی با استفاده از نامساویکننده بهره جدولو یک کنترل

براین، یک متغیر حالت مجازی  شود. علاوه ماتریسی به آن اعمال می
به منظور کنترل وضعیت سیستم خطی  انتقال مختصات    و ماتریس 

-بندی معرفی میپارامتر متغیر برای کاهش تعداد پارامترهای جدول
بندی  های بهره جدولکننده های موجود کنترلکننده شوند. تمام کنترل

جدول بهره  کنترل  بنابراین  برای  هستند،  متغیر  پارامتر  خطی  بندی 
متغیر   زمان  پارامترهای  با  فضاپیما  وضعیت  کنترل  در  بیشتر  توسعه 

کند  این مقاله یک پاسخ جدید برای این مشکل ارائه میمناسب است.  
 که به صورت زیر است: 

های زمان متغیر در واقع در این مقاله تغییر سریع سرعت  مشخصه   -1
ای چرخ  گرفته شده  های عکسزاویه  نظر  در  ماهواره  در  العملی 

 است. 

کنترل  -2 جدولیک  بهره  بکننده  متغیر  پارامتر  خطی  دست  ه بندی 
ها به عنوان پارامتر زمان متغیر این  ای چرخ زاویه   آید و سرعتمی

کننده با تغییرات پارامترهای متغیر  شوند. بهره کنترلمدل بیان می
 کنند.برای بهبود عملکرد سیستم تغییر می 

 سازی ماهواره مدل

معادلات دینامیکی غیرخطی حول نقاط عملکردی نامی تخمین زده  
مدل  می یک  تا  بشوند  دینامیکی ه خطی  وضعیت  معادله  آید.  دست 

های خطی شده در طراحی اولیه، آنالیز پایداری برای استفاده از روش
 [.1شوند ]کنترلی کلاسیک استفاده می

 دینامیک 

ای با دستگاه  فضاپیمای مفروض با بدنه صلب فرض شده است. بدنه 
ارائه شده  𝑧̂𝐵و    𝑥̂𝐵  ،𝑦̂𝐵ای از بردار یکه  با دسته   ℱBمختصات ثابت  
اینرسی های عکسشود که همه چرخ است. فرض می العملی ممان 

IRW  ه حرکت چرخشی یک  یکسان دارند. با استفاده از تعریف معادل
 [.1صورت زیر است ]فضاپیمای صلب به 

(1) M = Ḣ + ω×H 

5. Shamma 

6. Linear Matrix Inequalities 
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Mکه   = [Mx My Mz] ∈ ℝ3    و خارجی  Hگشتاور  =

[Hx Hy Hz] ∈ ℝ3   زاویه مومنتوم  کل،  بردار  ωای  =

[ωx ωy ωz]
T

∈ ℝ3  ای فضاپیما هستند. برای هر  بردار سرعت زاویه

Xبردار   = [Xx Xy Xz]
T

∈ ℝ3    ماتریس ×Xو  ∈  ℝ3×3  یس  ماتر
است که منظور عملیات ضرب ماتریسی  پادمتقارن هر بردار دلخواه به 

 شود:صورت زیر تعریف میبه 

(2) 

∀ 𝑋 =  [𝑋1 𝑋2 𝑋3]
𝑇 

𝑋×:= [

0 −𝑋3 𝑋2

𝑋3 0 −𝑋1

−𝑋2 𝑋1 0
] 

Iدر صورتی که   ∈ ℝ3  :ماتریس اینرسی فضاپیما باشد، داریم 

(3) M = (𝐼ω̇ + Ḣ) + ω×(Iω + H) 

آن   به  اغتشاشی خارجی  مفروضات فضاپیما هیچ گشتاور  تحت 
Mشود، یعنیوارد نمی =  و داریم:  0

(4) (Iω̇ + ḣ) + ω×(Iω + h) = 0 

زاویه  مومنتوم  فضاپیما  بردار  کل  عکس  Hای  چرخ  العملی  با 
 شود: صورت زیر در دستگاه بدنی فیکس نمایش داده میبه 

(5) H = Iω + Ρ𝑠IRWΩ 

(6) Iω̇ + Ρ𝑠IRWΩ̇ + ω×H = 0 

Ω ها به صورتای چرخ سرعت زاویه   Ωکه   = [Ω1. Ω2. Ω3. Ω4]  وΡ𝑠  
صورت  ( به 1ست که بر اساس شکل )هاوضعیت قرارگیری محورچرخ 

 آید. دست می( به 7رابطة )

(7) Ρ𝑠 =

[
 
 
 1 0 0 −1/ √3

0 1 0 −1/ √3

0 0 1 −1/ √3]
 
 
 
 

 

 العملی های عکسوضعیت ظاهری قرارگیری چرخ -1شکل 

_________________________________ 
7. LTV 

 شود. ( بیان می 8صورت معادلة ) نهایت معادله دینامیک فضاپیما به در  

(8) ω̇ = −I−1ω×(Iω + Ρ𝑠IRWΩ) − I−1Ρ𝑠IRWΩ̇ 

(9) ω̇ = f (ω(t). Ω̇(t). Ω(t)) 

 سینماتیک 
می بیان  کواترنیون  با  مقاله  این  در  وضعیتفضاپیما  شود. سینماتیک 

eاگر  = [e1 e2e3]
T  با دوران  زاویه  و  ویژه  بردار  عنوان  تعریف  θبه 

( تعریف  10ها را به صورت معادلات )توان عناصرکواترنیونشود، می
اسکالر و یک    .[13]نمود   پارامترهای کواترنیون شامل یک قسمت 

 [: 2]قسمت برداری هستند و داریم 

بردار   صورت  𝑞که  𝑞به  = [𝑞1𝑞2𝑞3𝑞4]
𝑇  دادن نشان  منظور  به   ،

شود. رابطه مشتق زمانی  گرایش به جای روش زوایای اولر استفاده می
ای به صورت زیر  صورت تابعی از سرعت زاویه تواند به ها میکواترنیون

 [:1]باشد 

(11) [

𝑞1̇

𝑞2̇

𝑞3̇

𝑞4̇

] = 0.5

[
 
 
 
 

0 𝜔𝑧 −𝜔𝑦 𝜔𝑥

−𝜔𝑧 0 𝜔𝑥 𝜔𝑦

𝜔𝑦 −𝜔𝑥 0 𝜔𝑧

−𝜔𝑥 −𝜔𝑦 −𝜔𝑧 0 ]
 
 
 
 

[

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞4

] = 0.5Ω′𝑞 

بردار خطای کواترنیون بیانگر خطای وضعیت بین جهت وضعیت   که 
تهای فضاپیما در فضا و جهت مطلوبی است که قرار است فضاپیما در ان

کواترنیون   𝑞)  ]13[شود  صورت زیر بیان میمانور در آن قرار گیرد و به 
 خطای کواترنیون است(: 𝑞𝑒بیانگر کواترنیون مطلوب و 𝑞𝑇فضاپیما و

(12) 𝑞𝑒 = [

𝑞𝑑4 𝑞𝑑3 −𝑞𝑑2 𝑞𝑑1
−𝑞𝑑3 𝑞𝑑4 𝑞𝑑1 𝑞𝑑2
𝑞𝑑2 −𝑞𝑑1 𝑞𝑑4 𝑞𝑑3

−𝑞𝑑1 −𝑞𝑑2 −𝑞𝑑3 𝑞𝑑4

] [

−𝑞1
−𝑞2
−𝑞3
𝑞4

] 

 سازی سیستم خطی پارامتر متغیر  مدل

سیستم   متغیر یک  پارامتر  سیستم  به   خطی  یک  زمان  عنوان  خطی 
از تعدادی پارامتر بعد محدود که ماتریس7متغیر  ثابتی  های آن توابع 
 هستند و داریم: 𝜎(𝑡)متغیر 

(13) 
𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝜎(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐵(𝜎(𝑡))𝑢(𝑡) 
𝑦 = 𝐶(𝜎(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐷(𝜎(𝑡))𝑢(𝑡) 

(10) 

𝑞1 = 𝑒1 sin(
𝜃

2
) 

𝑞2 = 𝑒2 sin(
𝜃

2
) 

𝑞3 = 𝑒3 sin(
𝜃

2
) 

𝑞4 = cos(
𝜃

2
) 



 

 پژوهشی علوم و فناوری فضایی -فصلنامة علمی
 ر متغی کنترل وضعیت ماهواره با استفاده از کنترلکننده بهره جدولبندی در سیستم پارامتر   19 / ( 52)پیاپی  1401/ تابستان 2شمارة  / 15دورة 

𝑥(𝑡)که   ∈ ℝ𝒏𝒙    ،بردارحالت𝑢(𝑡) ∈ ℝ𝒏𝒖    و ورودی  بردار 
𝑦(𝑡) ∈ ℝ𝒏𝒚  و خروجی  ، 𝐴(𝜎(𝑡))  ،𝐵(𝜎(𝑡))  ،𝐶(𝜎(𝑡))بردار 

𝐷(𝜎(𝑡))  و   های متغیر با ابعاد متناسب هستندماتریس𝜎(𝑡) ∈ ℝ𝒏𝝈 
)که در   9زایا درون  8زا تواند برونبردار پارامترهای متغیر است که می

پارامتر متغیر خوانده می-این حالت سیستم شبه  باشد و  خطی  شود( 
محدوده   در  به   Θمقادیری  𝜎(𝑡)صورت  یعنی  ∈ Θ ⊂ ℝ𝑛𝜎    خواهد

 . داشت 
سیستم برای  رایج  صورت نمایش  به  متغیر  پارامتر  خطی  های 

 و به شکل زیر است:  11)افاین(شبه خطی یا   10پولیتوپ محدب 

(14) (
A(λ) B(λ)

C(λ) D(λ)
) = ∑λi (

Ai Bi

Ci Di
) ;∑λi = 1. λi > 0

p

i=1

p

i=1

 

توان یک حالت صورت یک پولیتوپ افاینرا مینمایش سیستم به 
نظرگرفت. در واقع هر پولیتوپ نمایش پولیتوپ محدب درتر از  یکل

تواند به یک پولیتوپ افاین معادل تبدیل شود ولی عکس محدب را می
وابسته   𝜎به صورت افاین به متغیر نامعین    Aماتریس  آن برقرار نیست.  

 است و داریم: 

(15) 𝐴(𝜎) = 𝐴0 + 𝜎1𝐴1 + 𝜎2𝐴2 + ⋯+ 𝜎𝑝𝐴𝑝 

عبارت پولیتوپ گویند. به   Aiهم بعد های  ای از ماتریسبه پوسته 
 عبارت است از:  Aiهای دیگر پولیتوپ ماتریس

(16) 𝐴(𝜆) = {𝐴1𝜆1 + ⋯+ 𝐴𝑝𝜆𝑝|∑𝜆𝑖𝑝 = 1. 𝜆𝑖 > 0

𝑝

𝑖=1

. 

𝜎 = (𝜎1. 𝜎2. … . 𝜎𝑝) 𝜎 ⊂ 𝑅𝑝 

اینجا  𝜆در  = [𝜆1. … . 𝜆𝑝]
𝑇  پارامترهای از  یک  است. 𝜆𝑖برداری 

 : ]14[توان به شکل زیر نشان داد  ها را می ترکیب افاین از ماتریس 

(17) 𝐴(𝜆) = 𝐴0 + 𝐴1𝜆1 + ⋯+ 𝐴𝑝𝜆𝑝 

تاپیک فضایی متشکل از چند گوشه است که با اطمینان  میدان پلی 
در داخل این فضا قرار    𝜎بندی  بتوان گفت تمام مقادیر ممکن پارامتر جدول 

متغیر   که  باشد  این  بیان  هدف  اگر  حال  میدان    𝜎دارد.  یک  به  متعلق 
 : ]15[گوشه است به این صورت بیان خواهد شد    Nچندوجهی با  

(18) 𝜎 = 𝐶𝑜{𝜎1. 𝜎2. … . 𝜎𝑁} 

شود که بتوان آن  تاپیک نامیده میزمانی پلی  LPVیک سیستم  
ماتریس توسط  ، 𝐴(𝜎(𝑡))  ،𝐵(𝜎(𝑡))  ،𝐶(𝜎(𝑡))های  را 

𝐷(𝜎(𝑡))    بیان کرد که𝜎(𝑡)   پلی قرار    𝜃تایپ  در محدوده ثابت 

_________________________________ 
8. Exogenous 

9.Endogenous 
10.Convex Polytope 
11.Affine 

صورت زیر نمایش افاین است که به  𝜎ها به  و وابستگی ماتریس دارد 
 شود: داده می

(19) 
𝑥̇(𝑡) = ∑𝜆𝑖

𝑁

𝑖=1

𝜎(𝑡)(𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)) 

𝑦(𝑡) = ∑𝜆𝑖

𝑁

𝑖=1

𝜎(𝑡)(𝐶𝑖𝑥(𝑡) + 𝐷𝑖𝑢(𝑡)) 

  𝜆𝑖کنند و  را مشخص می   12های گوشه سیستم   𝐴𝑖  ،𝐵𝑖  ،𝐶𝑖  ،𝐷𝑖و  
 : ]15[شود  صورت زیر بیان می تاپیک هستند که به ایب ترکیب پلی ضر 

(19) 

𝐴(𝜎(𝑡)) = ∑𝜆𝑖𝐴𝑖

𝑁

𝑖=1

 

𝐵(𝜎(𝑡)) = ∑𝜆𝑖

𝑁

𝑖=1

𝐵𝑖  

𝐶(𝜎(𝑡)) = ∑𝜆𝑖

𝑁

𝑖=1

𝐶𝑖 

𝐷(𝜎(𝑡)) = ∑𝜆𝑖

𝑁

𝑖=1

𝐷𝑖 

(20) ∑𝜆𝑖(𝜎(𝑡)

𝑁

𝑖=1

) = 1. 𝜆𝑖(𝜎(𝑡)) ≥ 0. ∀𝑖 = 1.… .𝑁. ∀𝜎 ∈ Θ 

سازی و تبدیل به مدل خطی پارامتر متغیر از روش برای خطی
ساده خطی که  ژاکوبی  بسازی  برای  روش  مدل  ه ترین  آوردن  دست 

شود که سیستم  شود. فرض میاست، استفاده می   خطی پارامتر متغیر 
توان حول نقاط تعادل دلخواه خطی کرد. پایه روش بر غیرخطی را می

سر یک  درجه  تخمین  از  تیلور استفاده  درون  13ی  آن  از  بعد  یابی  و 
ثابتهای  مدل زمان  که ه ب14خطی  است  جایی  در  آمده  نقاط    ، دست 

 . ]16[عملکردی از نقاط تعادل متفاوت هستند 
( مدل خطی پارامتر متغیرساده برای 9براساس معادله دینامیکی )

محوره   سه  وضعیت  کنترل  آن  در  که  شده  داده  گسترش  استفاده 
سازی شود. خطیالعملیبیان میهای عکسمجهز به چرخ فضاپیمای  

ω𝑒𝑞)ژاکوبی این معادله حول نقاط تعادل   = 0. Ω̇eq = منجر به  (0
متغیردینامیک پارامتر  خطی  می سیستم  فضاپیما  معادله های  شود. 

چرخ   دینامیکی با  فضاپیما  عکسیک  سینماتیکی  های  و  العملی 
صورت سازی به ت. اگر خطیر داده شده اسبراساس کواترنیون مانند زی

 زیر انجام شود: 

(22) 𝐴(𝜎) =
𝜕𝑓

𝜕𝜔
|
𝜔𝑒𝑞.𝛺̇𝑒𝑞

. 𝐵(𝜎) =
𝜕𝑓

𝜕𝛺̇
|
𝜔𝑒𝑞.𝛺̇𝑒𝑞

 

(23) {

𝜔̇ = 𝐴(𝜎)𝜔 + 𝐵𝑢𝑝

𝑞̇̅𝑒 =
1

2
𝐺̃(𝑞̅𝑒)𝜔

 . 𝐺̃(𝑞̅𝑒) = (𝑞4𝑒𝐼3 + 𝑞̅𝑒
×) 

(24) 𝐴(𝜎) =  𝐼−1(𝐼𝑅𝑊Ρ𝑠Ω)× 

12.Vertex Systems 
13.Taylor-series 
14.Linear Time Invariant 



 
 

 
 

 علوم و فناوری فضاییپژوهشی  -ةعلمیفصلنام / 20   پور نوابی و فرشته ملکمحمد 
 (52)پیاپی  1401تابستان  /2 ةشمار / 15دورة 

𝐵 = −𝐼𝑅𝑊𝐼−1Ρ𝑠 

 است.  Ω̇برابر با بردار نرخ سرعت زاویه ای 𝑢𝑝بردار ورودی کنترل
حالت   متغیر  𝑥𝑝با  ≔ [𝜔𝑇𝑞̅𝑒

𝑇]𝑇  فضا بیان  )حالت  -و   (23معادله 
 شود: بازنویسی می (25) معادله  صورتبه 

(25) [
𝜔̇
𝑞̇̅𝑒

] = [
𝐴(𝜎) 03×3

1

2
𝐺̃(𝑞̅𝑒) 03×3

] [
𝜔
𝑞̅𝑒

] + [
𝐵

03×4
] 𝑢𝑝 

 به جهت سادگی داریم:

(26) 
𝑥̇𝑝 = 𝐴𝑠(𝜎)𝑥𝑝 + 𝐵𝑠𝑢𝑝 

𝑦 = 𝐶𝑥𝑝(𝑡) + 𝐷𝑢𝑝(𝑡) 

جایگذاری   جدول   𝐺̃(𝑞̅𝑒)با  پارامتر  با  محدب  پوسته    بندی توسط 
15𝑞̅𝑒  ، ( را به 24معادله )  توان  می خطی پارامتر متغیر عنوان سیستم

جدول مدل  پارامتر  کلی  تعداد  مسئله  این  در  کرد.    6بندی  سازی 
2𝑙های پوسته محدب  ( است و تعداد کلی گوشه 3+3)  = 26 = 64  

به دلیل  بندی  بهره جدول کننده  . بنابراین، طراحی یک کنترل است 
 بندی دشوار است. افزایش تعداد پارامترهای جدول 

 كننده برای دستگاه خطی پارامتر متغیر طراحی كنترل 

پارامتر متغیر نشده است. پس  26معادله )  به  ( هنوز یک سیستم خطی 
بندی در این بخش  منظور جلوگیری از افزایش تعداد پارامترهای جدول 

( از ماتریس  25در معادله )   𝑞̅𝑒بندی  توان با حذف بردار پارامتر جدول می 
بندی را کاهش داد. با معرفی یک متغیر  ضرایب، تعداد پارامترهای جدول 

𝜈̇به طوری که    𝜈حالت مجازی   = 𝐺̃(𝑞̅𝑒)
−1𝑞̇̅𝑒

مدل خطی پارامتر   ̇
 آید.دست میصورت زیر به حی یک کنترل آسان به متغیر که برای طرا 

(27) 
[

𝜔̇
𝐺̃(𝑞̅𝑒)

−1𝑞̇̅𝑒
] = [

𝐴(𝜎) 03×3

0.5𝐼3×3 03×3
] [

𝜔
𝐺̃(𝑞̅𝑒)

−1𝑞̅𝑒
]

+ [
𝐵

03×4
] 𝑢𝑝 

(28) 
𝐴̃𝑝(𝜎) ≔ [

𝐴(𝜎) 03×3

0.5𝐼3×3 03×3
] 

𝐵𝑠 ≔ [
𝐵

03×4
] 

𝑥̃𝑝اگر   ≔ [𝜔𝑇𝜈𝑇]𝑇   پارامتر خطی  سیستم  نهایت  در  باشد، 
 شود: متغیر به صورت زیر می

(29) 
𝑥̃̇𝑝 = 𝐴̃𝑝(𝜎)𝑥̃𝑝 + 𝐵𝑝𝑢𝑝 

𝑦 = 𝐶𝑥̃𝑝(𝑡) + 𝐷𝑢𝑝(𝑡) 

ماتریس ضرایب  که  𝐶های  ∈ ℝ10×6    و𝐷 ∈ ℝ10×4   صورت به
𝐶𝑇𝐷 = 0 . 𝐷𝑇𝐷 > متغیر    است. 0 پارامتر  خطی  سیستم  این  برای 

 آید:دست میه حالت ب-بندی فیدبک کننده بهره جدولکنترل

(30) 𝑢 = −𝐾(𝜎)𝑥̃ 

_________________________________ 
15. Scheduling Parameter 

گوشه  تعداد  عملیات  این  از  به  بعد  23ها  = پیدا   8 کاهش 
ها، سیستم خطی پارامتر عنوان تعداد گوشه به   p=8دادن  کند. با قرارمی

 شود: یش داده میتاپیک زیر نماصورت نمایش پلیبه متغیر

(31) 

𝐴̃𝑝(𝜎) ∈ 𝐶𝑜{𝐴̃𝑝1. 𝐴̃𝑝2. … . 𝐴̃𝑝𝑃}

= {∑𝜆𝑖(𝜎)

𝑃

𝑖=1

𝐴̃𝑒𝑖: 𝜆𝑖(𝜎)

≥ 0.∑𝜆𝑖(𝜎)

𝑃

𝑖=1

= 1} 

کنترل جدولپس،  بهره  پارامتر کننده  خطی  ساده  مدل  بندی 
 شود:( به صورت زیر ساخته می28متغیردر معادله )

(32) 

𝐾(𝜎) ∈ 𝐶𝑜{𝐾1. 𝐾2. … . 𝐾𝑝}

= {∑𝜆𝑖(𝜎)

𝑃

𝑖=1

𝐾𝑖: 𝜆𝑖(𝜎)

≥ 0.∑𝜆𝑖(𝜎)

𝑃

𝑖=1

= 1} 

بهره جدولاکنون، یک کنترل دارد که  𝐾(𝜎)بندی،  کننده  وجود 
برای مدل ساده خطی  𝐻2کند و به عملکرد  پایداری کلی را تضمین می

رسد. در ابتدا، سیستم بدست آمده برای ( می29پارامتر متغیردر معادله )
 شود: ( تعریف شده به صورت زیر معرفی می29معادله )

(33) {
𝑥̇ = 𝐴̃𝑝(𝜎. 𝑞̅𝑒)𝑥̃ + 𝐵𝑒𝑢

𝑧 = 𝐶𝑥̃ + 𝐷𝑢
 

 .]16[ماتریس بهره فیدبک است  𝐾(𝜎)که  

 آنالیز مدل خطی پارامتر متغیر 

نامساوی  شرط  و  معمولی  لیاپانوف  از  آنالیز  برای  مقاله  این  های در 
ترین روش برای ساده استفاده شده که  H2خطی ماتریسی و عملکرد  

های خطی پارامتر متغیر بر اساس تابع معمولی لیاپانوف  آنالیز سیستم
پارامتر متغیر ساده به صورت   H2است. عملکرد   یک سیستم خطی 

 [:16زیر است ]
(34) 𝑧2(𝑡) = 𝐶𝑧2

(𝜌(𝑡))𝑥(𝑡) 

𝑃اگر  > 𝑌(𝜎)و0 ∈ 𝕊𝑛𝑧2×𝑛𝑧2 صورت  به𝑇𝑟(𝑌(𝜎)) <

𝛾2
2 . ∀𝜎 ∈ 𝜃  باش نامساوی خطی ماتریسی وجود داشته  د و شروط 

 صورت زیر باشد:به 

(35) 
(
𝐴(𝜎)𝑇𝑃 + 𝑃𝐴(𝜎) 𝐵𝑤(𝜎)

𝐵𝑤(𝜎)𝑇 −𝐼
) < 0 ∀𝜎 ∈ 𝜃 

(
𝑌(𝜎) 𝐶𝑧2

(𝜎)

𝐶𝑧2
(𝜎)𝑇 𝑃

) > 0 ∀𝜎 ∈ 𝜃 

با توجه به اینکه سیستم خطی پارامتر متغیر پایدار شده درجه  
𝑃دو است، اگر   > 𝐾(𝜎)وجود داشته باشد، یک تابع ماتریس    0 ∈

ℝ𝑛𝑢×𝑛𝑥  طوری که:وجود دارد به 

(36) 𝐻𝑒{𝐴(𝜎)𝑃 + 𝐵(𝜎)𝐾(𝜎)𝑃} < 0 . ∀𝜎 ∈ 𝜃 



 

 پژوهشی علوم و فناوری فضایی -فصلنامة علمی
 ر متغی کنترل وضعیت ماهواره با استفاده از کنترلکننده بهره جدولبندی در سیستم پارامتر   21 / ( 52)پیاپی  1401/ تابستان 2شمارة  / 15دورة 

 و مدل تبدیل به حالت زیر خواهد شد:

(37) 
𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝜎(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐵𝑤(𝜎(𝑡))𝑤(𝑡)

+ 𝐵(𝜎(𝑡))𝑢(𝑡) 
𝑧2(𝑡) = 𝐶𝑧2

(𝜎(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐷𝑧2𝑢(𝜎(𝑡))𝑢(𝑡) 

اگر    𝐻2، 𝛾2که عملکرد   𝑄است.  > ماتریس  0 تابع  𝐾(𝜎)و یک  ∈

ℝ𝑛𝑢×𝑛𝑥    و𝑌(𝜎) ∈ 𝕊𝑛𝑢×𝑛𝑥   که  طوریبه𝑇𝑟(𝑌(𝜎)) < 𝛾2
2. ∀𝜎 ∈ 𝜃  

وجود داشته باشد و در نهایت به شروط نامساوی خطی ماتریسی منجر  
 :خواهد شد

(38) 
(
𝐻𝑒{𝐴(𝜎)𝑄 + 𝐵(𝜎)𝐾(𝜎)𝑄} 𝐵𝑤(𝜎)

∗ −𝐼
) < 0 ∀𝜎 ∈ 𝜃 

(
𝑌(𝜎) 𝐶𝑧2

(𝜎)𝑄 + 𝐷𝑧2𝑢(𝜎)𝐾(𝜎)𝑄

∗ 𝑄
) > 0 ∀𝜎 ∈ 𝜃 

توان قیدهای نامحدود را به تعداد  تاپیک می با استفاده از روش پلی 
شود  مقاله است. در این مورد، فرض می   محدود کاهش داد که مورد نظر این 

ماتریس  ،  𝐴(𝜎(𝑡)) ،𝐵𝑤(𝜎(𝑡))های  که 
𝐶𝑧2

(𝜎(𝑡)) و𝑊(𝜎(𝑡))تاپیک هستند و داریم:های پلیماتریس 

(39) 

(

 
 

𝐴(𝜎(𝑡))

𝐵𝑤(𝜎(𝑡))

𝐶𝑧2
(𝜎(𝑡))

𝑊(𝜎(𝑡)))

 
 

= ∑𝜆𝑖(𝜎(𝑡))(

𝐴𝑖

𝐵𝑤.𝑖

𝐶𝑧2.𝑖

𝑊𝑖

)

𝑁

𝑖=1

 

 که: به طوری

(40) ∑𝜆𝑖(𝜎(𝑡)

𝑁

𝑖=1

) = 1. 𝜆𝑖(𝜎(𝑡)) ≥ 0. ∀𝑖 = 1.… .𝑁. ∀𝜎 ∈ Θ 

 :]16[اگر سیستم زیر را داشته باشیم 

(41) 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝜎(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐵(𝜎(𝑡))𝑢(𝑡)

+ 𝐵𝑤(𝜎(𝑡))𝑤(𝑡) 

𝑧2(𝑡) = 𝐶𝑧2
(𝜎(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐷𝑧2𝑢(𝜎(𝑡))𝑢(𝑡) 

آید که در مسئله فعلی به صورت معادله به فرم مطلوب درمی
برابر صفر در نظر گرفته  𝑤(𝑡)زیر خواهد بود و اغتشاش ورودی یعنی  

 شده است:

(42) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝜎(𝑡))𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 
𝑧2(𝑡) = 𝐶𝑧2

𝑥(𝑡) + 𝐷𝑧2𝑢𝑢(𝑡) 

نظریه  از  بنتایج  قبلی  میه های  کنترلی  دست  قانون  که  آیند 
 : ]16[تاپیک زیر را در نظر دارد حالت پلی-فیدبک

(43) 𝑢(𝑡) = ∑𝜆𝑖(𝜎(𝑡))𝐾𝑖𝑥(𝑡)

𝑁

𝑖=1

 

کننده این پژوهش توسط  در مسئله فیدبک حالت خطی، کنترل
 شود: ریزی زیر طراحی میمسئله برنامه 

(44) 
inf[𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒 (𝑝)]  𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 

∃𝑝 > 0. (𝐴̃𝑒𝑖 − 𝐵𝑒𝐾𝑖)𝑝 + 𝑝(𝐴̃𝑒𝑖 − 𝐵𝑒𝐾𝑖)
𝑇

≤ 0 

شود، بنابراین باید به یک مسئله محدب  بهینه غیرمحدب می اما مسئله  
𝑃−1تبدیل شود. برای این کار در طرفین معکوس ماتریس لیاپانوف یعنی   =

𝑋̃   کردن  شده و با اعمال ضربSchur Complement    که به صورت زیر
 است و شرط نامساوی خطی ماتریسیبعدی نتیجه خواهد داد: 

 اگر 
(45) 𝑄11 < 0 . 𝑄22 − 𝑄12𝑄11

−1𝑄12
𝑇 < 0 

 یا

𝑄22 < 0 . 𝑄11 − 𝑄12𝑄22
−1𝑄12

𝑇 < 0 
 برابر با ماتریس زیر خواهد بود: 

(46) [
𝑄11 𝑄12

𝑄21 𝑄22
] 

 شوند: سپس، به شرایط نهایی نامساوی خطی ماتریسیزیر تبدیل می 

 داریم:  𝐻2برای عملکرد  

(47) 
inf

𝑊̃𝑖 . 𝑋̃. 𝑍̃
[𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒 (𝑍̃)]  𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 

Ψ𝐻2
> Ψ′𝐻2و 0

< 0 

 به طوری که، 

(48) 
Ψ′𝐻2

= [
(𝐴̃𝑒𝑖𝑋̃ − 𝐵𝑒𝑊̃𝑖) + (•)𝑇 ∗

𝐶𝑋̃ − 𝐷𝑊̃𝑖 −𝐼
] < 0  

Ψ𝐻2
= [ 𝑋̃ ∗

𝐸𝑇 𝑍̃
] > 0  

 در نهایت داریم: 

(49) 

inf
𝑊̃𝑖 . 𝑋̃. 𝑍̃

[𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒 (𝑍̃)]  𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜 

[
(𝐴̃𝑒𝑖𝑋̃ − 𝐵𝑒𝑊̃𝑖) + (•)𝑇 ∗

𝐶𝑋̃ − 𝐷𝑊̃𝑖 −𝐼
] < 0 

[ 𝑋̃ ∗
𝐸𝑇 𝑍̃

] > 0 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 

𝑊̃𝑖های بهینه  کردن دسته پاسخبا استفاده از وارد . 𝑋̃    به مسئله
 های اکستریم زیر را داریم:کننده (، کنترل45( و )44معادله )

(50) 𝐾̃𝑖 = 𝑊̃𝑖𝑋̃
−1

 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 

 ( درایه اول به صورت زیر است: 48( در شرط )50با جایگذاری )

(51) (𝐴) + (𝐴)𝑇 

 پس 

(52) (𝐴̃𝑒𝑖𝑋̃ − 𝐵𝑒𝑊̃𝑖)
𝑇

= (•)𝑇 

𝐶𝑋̃های و درایه  − 𝐷𝑊̃𝑖 ( در قسمت دوم و درایه  49در معادله ) ∗=
𝐸  شوند.در قسمت سوم جایگذاری می ∗=

 سازی عددی نتایج شبیه

منظور مقایسه و بررسی روش کنترلی معرفی شده در این مقاله با  به 
شبیه LQRوPDهای  روش متلب سازی،  افزار  نرم  کمک  به  هایی 
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خروجی  و  نتایج  که  شده  آن ها انجام  ارائه  ی  نمودار  قالب  در  ها 
به صورت جدول  می  مقادیر مطلوب  و  شود. مشخصات فضاپیما 

نظر گرفته  1)  در  برای فضاپیما  نیز  داده شده و فرض صلبیت   )
العملی   عکس  چرخ  چهار  هر  مکانیکی  مشخصات  است.  شده 

می  یکدیگر  روش  با مشابه  سه  برای  نتایج  پژوهش  این  در  شد. 
LPV ،    LQR    وPD   مقادیر  دست آمده و مقایسه خواهند شد.  به

.𝜔𝑥ای  زوایای اولر و سرعت زاویه ،  کواترنیون  𝜔𝑦. 𝜔𝑧    در نهایت

اولیه و مطلوب جهت محاسبه می  به  شوند. مقادیر  گیری فضاپیما 
کوات  مقادیر  با  محاسبات  و  بیان  اولر  زوایای  انجام  صورت  رنیون 

   شده است. 
های  سرعت  ( مشخص است، 4( تا ) 2های ) طورکه از شکل همان 

به مقدار صفر همگرا  زاویه  اولیه خود  مقادیر  از  زمانی  از مدت  ای پس 
شود  هایی دیده می ودارها در ابتدا فراجهش و فروجهش اند. در این نم شده 

اند  همگرا شده و نمودارها به صفر    از بین رفته   LPVکه با سرعت با روش  
ها در این روش  و همچنین کوتاه بودن دامنه و کمتر بودن تعداد جهش 

 . شود واضح دیده می 

 سازی و مطلوبپارامترهای شبیه -1 جدول

 واحد مقدار  پارامتر 

 I diag[10 10 8] [𝐾𝑔𝑚2]اینرسی فضاپیما   ماتریس

ای اینرسی محور  هماتریس
های  چرخش چرخ

 𝐼𝑅𝑊العملیعکس 

0.002 [𝐾𝑔𝑚2] 

ای اولیه  بردار سرعت زاویه 
 𝜔0فضاپیما 

[0.03 − 0.02 0.04]𝑇 [
𝑟𝑎𝑑

𝑠
] 

 - 𝑇[ 0 0 0] زوایای اولر اولیه  

4]   1زوایای اولر مطلوب حالت  − 4 − 6]𝑇 - 

40] 2زوایای اولر مطلوب حالت  − 40 − 60]𝑇 - 

 

بین سه روش   xای در راستای محور سرعت زاویه مقایسه-2 شکل

LPV،LQRوPD 

 
بین سه روش  yای در راستای محور  مقایسه سرعت زاویه -3شکل

LPV،LQRوPD 

 

 ،LPVبین سه روش zای در راستای محورمقایسه سرعت زاویه -4شکل 

LQR  و PD 

های  نسبت به روشLPV( برای روش  11( تا )5های )در شکل
و تلاش کنترلی کمتری مشاهده و وضعیت هر لحظه    دیگر جهش

فضاپیما در انتها بر وضعیت نهایی مطلوب آن منطبق شده است. در  
( مقادیر نهایی به صورت کواترنیون و همچنین در  8( تا )5های )شکل
) 9های )شکل تا  برای مقادیر مطلوب  11(  اولر  زوایای  قالب  در   )1  

 قابل مشاهده است.

 
 PDوLPV،LQRبین سه روش  𝒒𝟏مقایسه مقدار کواترنیون   -5 شکل
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 PD و LPV،LQRبین سه روش 𝑞2مقایسه مقدار کواترنیون  -6شکل 

 
   PD و LPV،LQRبین سه روش 𝑞3مقایسه مقدار کواترنیون  -7شکل 

 
   PD و LPV،LQRبین سه روش 𝑞4مقایسه مقدار کواترنیون  -8شکل 

 
 PDو  LPV ،LQRبین سه روش   𝝋مقایسه مقدار   -9شکل 

 
 PD و LPV،LQRبین سه روش   𝜽مقایسه مقدار   -10شکل 

 
    PD و LPV،LQRبین سه روش   𝝍مقایسه مقدار   -11شکل 

  LPVدر نهایت جهت بررسی عملکرد سیستم با استفاده از روش  
تر باشد، مسئله کنترل وضعیت  ارائه شده در این مقاله زمانی که مانورها بزرگ 

شود.  ( بررسی می 1در جدول )   2فضاپیما با مقادیر اولیه و نهایی مطلوب  
اند و نشان داده شد  ( مقایسه شده 14( تا ) 12های ) سازی در شکل نتایج شبیه 

ز مانورهای کوچک  که سیستم در مانورهای بزرگ وضعیت یعنی حالت دوم ا 
 کند. بهتر عمل می   1وضعیت یعنی حالت  

 

 

 
 ای در مانورهای کوچک و بزرگ مقایسه همگرایی سرعت زاویه   - 12  شکل 

 2حالت مطلوب  

 1حالت مطلوب  
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شود با استفاده از سیستم  ( مشاهده می 12طورکه در شکل ) همان 
روش   سرعت ،  LPVدر  همگرایی  در  کمتری  زاویه جهش  در  های  ای 

  شود و سیستم عملکرد بهتری دارد. دیده می   2رسیدن به مقادیر مطلوب 
این موضوع در منطبق شدن مقادیر کواترنیون و زوایای اولر نیز مطابق با  

( کاملا مشهود است و نشان داده می شود که این  14) ( و  13های ) شکل 
 کند. روش در مانورهای کوچک بهتر از مانورهای بزرگ عمل می 

 

 
 مقایسه منطبق شدن مقادیر کواترنیون در مانورهای کوچک و بزرگ -13شکل 

 

 
 مقایسه منطبق شدن زوایای اولر در مانورهای کوچک و بزرگ   - 14شکل  

های تولید شده توسط سه کنترلر برای  ( نتایج فرمان 15در شکل ) 
شود روش  طورکه مشاهده می چهار چرخ نمایش داده شده است. همان 

پیشنهادی در مقایسه با دو روش دیگر از لحاظ عملکرد تلاش کنترلی و  
مناسب  و  است تر  فراجهش  پیشنهادی  روش  کمتر  کنترلی  تلاش   .

فراجهش کمتر از لجاظ کاربردی در عمل حائز اهمیت است، زیرا که در  
 است. فضا منابع انرژی فضاپیما محدود  

 

 

 

 
 های کنترلی  مقایسه فرمان  -15شکل 

 2حالت مطلوب  

 1حالت مطلوب  

 1حالت مطلوب  

 2حالت مطلوب  



پژوهشی علوم و فناوری فضایی -فصلنامة علمی
25 / ( 52)پیاپی  1401/ تابستان 2شمارة  / 15دورة  ر متغی کنترل وضعیت ماهواره با استفاده از کنترلکننده بهره جدولبندی در سیستم پارامتر  

گیری نتیجه

سازی کنترل وضعیت فضاپیما با روش کنترلی در این مقاله به شبیه 
LPV  پرداخته شد. برای مقایسه این روش، دینامیک معرفی شده برای
. پس از تجزیه و تحلیل و  سازی شدندنیز شبیه LQRو  PDهای  روش

شبیه  نتایج  نشان  نمایش  روش  سازی  این  عملکرد  که  شد  داده 
از دیگر روشمناسب د جایگزین  توانهای معرفی شده است و میتر 

خوب و مطلوبی در برابر کنترل پارامترهای متغیر با زمان در دینامیک 
سیستم فضاپیما باشد.

1پیوست  

𝐴̃𝑝(𝜎)های  پارامترهای طراحی نیز به صورت زیر است که ماتریس

.𝐶های کنترل پذیر و ماتریس𝐵𝑝و  𝐴̃𝑝(𝜎).مشاهده پذیر هستند

(54)𝐵𝑝 = [
𝐵

03×4
]

(55)𝐶 = [
15 × 𝐼3 03×3

03×3 𝐼3
04×3 04×3

] 

(56)𝐷 = [
06×4

20 × 𝐼4
] 
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