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Closed-Loop Guidance with Final Velocity 
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In this paper, a closed-loop optimal guidance with final position and velocity 
constraints is obtained by applying time-varying weighting coefficient in the performance 
index in order to shape the commanded acceleration. The control system is assumed to be 
linear, time-varying, and of arbitrary order with a throttleable engine. The acceleration 
due to drag is also modeled as a linear function with respect to velocity vector multiplied 
by a given function of time. In addition, different weighting functions are suggested for 
different acceleration constraints, such as maximum dynamic pressure, separation of 
stages, and zero acceleration at the final time.  Finally, the performance of the guidance 
law for a combined weighting function is evaluated and discussed. 
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با ضريب بسته با قيد بردار سرعت نهاييهدايت حلقه
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و با قيد بردار بستههحلقدر اين تحقيق، حل تحليلي هدايت با اعمال ضريب وزني نهايي سرعت موقعيت
دستهبحداقل انتگرال مجذور دستور شتاب با استفاده از تئوري كنترل بهينه متغير با زمان در معيار عملكرد 

و مدل پسا خطي، اما با ضريب متغير با زمان. استآمده و از مرتبة دلخواه منظور شده ديناميك سيستم، خطي
و كنترل است همچنين فرض شده. است فرض شده و جهت نيروي پيشران وسيلة پروازي قابل تغيير كه اندازه

و عملكرد قانون در ادامه، ضرايب وزني متفاوتي به منظور كاربرد در مأموريت. باشد هاي مختلف پيشنهاد
اي انتخاب شود تا شتاب ضرايب وزني بنابر نوع مأموريت ممكن است به گونه. استهدايت بررسي شده

ل .حظات حداكثر فشار ديناميكي، جدايش مراحل يا در لحظة نهايي صفر يا حداقل شودمانوري در

 هدايت، كنترل بهينه، حداقل مجذور دستور شتاب، ضريب وزني متغير با زمان: هاي كليديواژه

 مقدمه

از لحاظ كنترل شرايط پاياني مي قوانين هدايت تواند وسيلة پروازي
در دستة اول كه به طور معمول. بندي شودبه سه دستة كلي طبقه

شود، هدف اين است كه به آن، قوانين هدايت رهگيري گفته مي
در اين. اي ثابت يا متحرك در فضا برسدوسيلة پروازي به نقطه

در لحظة نهايي اهميتي حالت، بردار سرعت نهايي وسيلة پروازي
از قوانين هدايت در مرجع. ندارد بطور نسبتاً جامعي]1[اين دسته

در. استارائه شده در دستة دوم، علاوه بر رسيدن به نقطة مورد نظر
ا. فضا، زاوية نهايي نيز اهميت دارد از قوانين هدايتاز ين دسته

دهي مسير پرواز نيز نام تحت نام قوانين هدايت رهگيري با شكل
- به بخشي از اين قوانين هدايت اشاره كرده]2[مرجع. شودبرده مي

بر موقعيت نهايي، بردار سرعت نهايي. است در دستة سوم، علاوه اما
در مراجعبه دستة اخير،. نيز مهم است ذكر]4[و]3[طور خلاصه

البته شرايط نهايي در بعضي قوانين هدايت بنابر كاربرد. استشده
به طور نمونه، زاوية نهايي ممكن است تنها. صورت تركيبي است به

. در صفحة قائم يا صفحة افق مقيد باشد

ميلادي، تئوري كنترل مدرن به خصوص تئوري كنترل60در دهة
در  بهوس مطالعات قوانين هدايتبهينه شد ايل پروازي .]4[كار برده

از ابزارهاي مهم در توسعة قوانين هدايت تئوري كنترل بهينه يكي
در. است با توجه به اين كه كنترل بهينة خطي حل عمومي دارد،

در مسائلي با ديناميك خطي بر  ابتدا اغلب مطالعات انجام شده
ب . استودهمبناي معيار عملكرد حداقل انتگرال مجذور دستور شتاب

و البته وسايل پرتاب ماهواره به دليل ظاهر شدن عبارات سينوس
بر اندازة نيروي پيشران  و عدم كنترل كسينوس در معادلات حركت
بر مبناي  در آن و روش حل مسئله از اين موضوع مستثني است
و به طور معمول معيار عملكرد حداقل زمان معادلات غيرخطي

. استبوده

و مراجع تحت عنوان هدايت صريح روش ديگري در منابع
در اين روش، هدف اين است كه با طراحي. استگذاري شدهنام

فرض پروفيل دستور شتاب به و معلوم از زمان كردن صورت تابعي
بهآن، رابطه اين روش. بستة آن را ارائه دهددست آيد تا فرم حلقه اي

كن را نخستين بار، چري و با قيد بردار ترل ايدهبا فرض سيستم آل
و سرعت نهايي ارائه كرد  به.و طي زمان تكميل شد]5[موقعيت
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طور نمونه، روش مذكور براي سيستم كنترل خطي با ديناميك رستة
در مرجع  و پاياني .توسعه يافت]6[دلخواه براي هدايت مياني

از تغيير  در مسائل كنترل بهينة خطي با قيود نهايي، استفاده
. كندمتغير خطاي تلاش صفر، حل مسئلة كنترل بهينه را ساده مي

در مرجع و سپس براي كاربرد در]7[تغيير متغير مذكور معرفي
در مراجع متعددي به به طور نمونه. استكار برده شده قوانين هدايت

اين. استاز تغيير متغير مذكور استفاده شده]8[و]6[در مراجع 
ب .]9[ا ماتريس ورودي غيرخطي نيز مفيد است روش براي سيستم

اما موضوع ديگر، تكميل مدل ديناميكي سيستم در مسئلة
در دهة. سازي استبهينه از اوايل كار روي مسئله 60اين مدل

اين. استميلادي تاكنون براي حل مسئلة كنترل بهينه تكميل شده
ب و سپس موضوع به اين معنا نيست كه مدل ديناميكي ناشناخته وده

است؛ بلكه براي اين كه مسئلة كنترل بهينه، حل تكميل شده
در ابتدا ساده منظور بسته داشته حلقه باشد، مدل ديناميكي سيستم
يكساده. است شده بعدي براي ترين مدل ديناميكي مسئله، معادلة

و با فرض كل شتاب عنوان جرم نقطه شتاب وسيلة پروازي به اي
ودر مراحل بعد، مدل.ر شتاب استوارده برابر دستو هاي دوبعدي

و اعمال شتاب جاذبه منظور شده سه در. استبعدي مشكل اصلي
و نيروي پيشران براي مرحلة پروازي  اعمال نيروهاي آيروديناميكي

در مرجع.در جو غليظ است و ]10[اين مدل به تدريج تكميل شده

كه در اين تحقيق شدهاي براي مسئله ارائه يافته مدل خطي تكامل
. استاز آن استفاده شده

از معيار همان طوركه ذكر شد، دليل اصلي استفادة گسترده
عملكرد حداقل انتگرال مجذور دستور شتاب، وجود حل عمومي 

از روش. براي مسائل خطي است هاي بهبود عملكرد، به طور يكي
ن تلفاتكردكردن مصرف سوخت يا حداقلبه منظور حداقل،نمونه

بانرژي جنبشي، بهينه حلهسازي ضرايب ناوبري از دست آمده
. بسته با معيار عملكرد حداقل انتگرال مجذور دستور شتاب استحلقه

.]3[است نشين فضاپيماي آپولو انجام شدهاين كار براي ماژول ماه
اما روش ديگر، اعمال. موارد متعددي در اين زمينه قابل ذكر است

در معيار  ضريب وزني متغير با زمان براي مجذور دستور شتاب
در مرجع. عملكرد است براي هدايت با قيد بردار]11[اين روش

در مرجع  و هدايت با قيد بردار براي مسئلة]12[موقعيت نهايي
و به و سرعت نهايي منظور صفركردن دستور شتاب نهايي موقعيت

.استآل ارائه شدهبراي سيستم كنترل ايده
در معيار عملكرددر اين مقاله، ضريب وزني متغير با زمان

با مدل بهينه حداقل مجذور دستور شتاب براي مسئله هدايت 
و تكامل و با قيد بردار يافتة خطي فرض(نهايي سرعت موقعيت با

با. استشدهاعمال)و كنترل بودن بردار نيروي پيشرانقابل تغيير 
توانمي متغير با زمان ضريب وزنيانتخاب تابع مناسب براي

كردپروفيل دستور شتاب را شكل دهي پروفيل دستور شكل. دهي
شتاب براي هدايت با قيد بردار موقعيت نهايي از طريق روابط 

بهدايت صريح ممكن است ساده راي هدايت با قيد بردارتر باشد؛ اما
از ضريب وزني متغير با زمان بر  و سرعت نهايي، استفاده موقعيت
و براي ارضاي قيود مسير ممكن است نتيجة بهتري  حسب كاربرد

.دهد

 مدل سيستم

مدل P اي صورت جرم نقطه معادلة حركت وسيلة پروازي كه به
بهشده :]10[صورت زير در نظر بگيريد است را

)1(( ) ( )cc t t= − + +r v a g��

در آن وvبردار موقعيت،rكه بردار شتاب وسيلةcaبردار سرعت
از دستور شتاب آن مقدارcaبه عبارت ديگر،. استuپروازي ناشي

كلية اين بردارها. استاز دستور شتاب است كه عملاً اجرا شده
)نسبت به يك مرجع اينرسي )Oxyz1شكل(است نوشته شده.(

)همچنين )tgنمايانگر بردار شتاب جاذبه است كه تابعي برداري از
در مدل مذكور، شتاب ناشي از نيروي پسا. استزمان فرض شده اما

و نوع تخمين( بر حسب كاربرد و پيشران ) يا مجموع نيروي پسا
)صورت به )c t− vاستدر مدل زمين غيرچرخان تقريب زده شده .

ك به جهته در مدل مفروض، لازم به ذكر است طور نيروي پسا
)است؛ اما ضريبصحيح منظور شده )c tبا توجه به مسير وسيلة

در. پروازي بايد تخمين زده شود در اين خصوص، روابط تقريبي
در اينجا نيز كاربرد دارد]10[مرجع  . ارائه شده است كه

و از مرتبة صورت سيستم كنترل وسيلة پروازي به خطي
. استو با ضرايب متغير با زمان درنظرگرفته شدهnدلخواه

در سه كانال و يكسانzوx،yهمچنين سيستم كنترل مستقل
درنمايش سيستم كنترل. استفرض شده در فضاي حالت  مفروض
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در اين نوع مدل. شودنوشته مي سازي سيستم كنترل براي اولين بار
در مراجع  در. استكار برده شده به]14[و]13[مسائل هدايت

)11رابطة اخير، )a t1و( )b t،12اسكالر( )T ta،21( )ta2و( )tb
)بردارهاي 1)n و− )22بعدي )taماتريسي با ابعاد

( 1) ( 1)n n− × و اولين متغيرycaهمچنين. است− اسكالر
در"y"نويس پايين. حالت سيستم كنترل است نمايانگر مؤلفه

)بردار. استyكانال 1)n شامل باقي متغيرهايyqبعدي−
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دستور شتاب نيزyمؤلفة كانال. سيستم كنترل استyلحالت كانا
.شودنمايش داده ميyuبا

و سرعت نهايي-1شكل  هندسة مسئلة هدايت با قيد موقعيت

با فرض اينكه ماتريس انتقال حالت براي ماتريس سيستم
معلوم باشد، با افراز به چهار)2(از معادلة حالتyكانالكنترل 

مي زيرماتريس به :شودصورت زير نمايش داده
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zوx،yبا توجه به اينكه سيستم كنترل در سه كانال
و يكسان فرض شده كه معرف رفتار)4(است، معادلة حالت مستقل

دو كانال طور مشابه نيز بهzوx ديناميك سيستم است براي
انتخاب جهات دستگاه مختصات ممكن است. شودمي نوشته

هر سه گونه به در دو راستا يا در يك راستا، اي باشد كه شتاب جاذبه
. راستا مؤلفه داشته باشد

)با استفاده از تغيير متغير خطاي تلاش صفر در موقعيت )ZEMو
)خطاي تلاش صفر در سرعت )ZEV14[توان نوشت مي[:
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وftكه در آن 1,2i( زمان نهايي است =:( 
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از رابطةدر حالتي كه تنها بردار موقعيت نهايي مقيد باشد، تنها
مي)5( لازم به ذكر است كه مدل ديناميكي وسيلة. شوداستفاده

و روابط  در اين تحقيق -اقتباس شده]15[از مرجع)1-9(پروازي
. است

 هدايت بهينه بدون قيد سرعت نهايي

بدون قيد)4(روابط قانون هدايت بهينه براي سيستم،در ابتدا
طوركه ذكر شد، در مسائل همان. شودسرعت نهايي استخراج مي

كنترل بهينة خطي با قيود نهايي، استفاده از تغيير متغير خطاي 
حال مسئله. كندتلاش صفر، حل مسئلة كنترل بهينه را ساده مي

مي به :شودصورت زير تعريف
:كردن معيار عملكردمطلوبست حل بهينه براي حداقل

)10(
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t
J R t dt= ∫ u u

از پيشctبه ازاي و )0تعيينمعلوم )c ft t t t≤ ≤ و≥
)ماتريس وزني متقارن حقيقي ) 0R t منوط به قيد معادلة<

: ديفرانسيل

)11(
1( ) ( , )f

d
t t t

dt
α= −ZEM u

ش نـرايط اوليــو و 0 هاييـه 0( )t =ZEM ZEMو
( )ct =ZEM لازم به ذكر است كه زمان نهايي در مسئله.0

و زمانftسازي اوليه برابر بهينه زماني است كه بعد از آنctاست
ب. صفر استuورودي كنترل و اما ا تغيير متغير خطاي تلاش صفر

ميبراي ساده راشدن عمليات رياضي توان زمان نهايي مسئلة جديد
ctبه. منظور كرد مي لذا تابع هاميلتوني :شودصورت زير نوشته

)12(1

1
( ) ( , )

2
T T

fH R t t tα= −u u p u

در آن از مشتق جزئي تابع هاميلتوني. ضريب لاگرانژ استpكه
بر حسب ضريب نسبت به ورودي كنترل، رابطة ورودي كنترل

مي لاگرانژ به . آيددست
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)13(1
1( ) ( , )f

H
R t t tα−∂

= ⇒ =
∂

0 u p
u

نيست، لذاZEMچون تابع هاميلتوني تابعي از متغير
با جايگذاري براي ورودي. شود، برداري ثابت ميpضريب لاگرانژ

از رابطة  : توان نوشتمي)11(در رابطة)13(كنترل

)14(2 1
1( ) ( , ) ( )f

d
t t t R t

dt
α −=−ZEM p

از رابطة فوق در باز با انتگرال يا(ctتا0tة زماني گيري )ctتاtو
و نهايي، ضريب لاگرانژ به صورت زيرو اعمال شرايط اوليه

مي به :آيددست

)15(
0

1
2 1
1 0( , ) ( ) ( )

ct

f
t

t t R t dt tα
−

− 
=    ∫p ZEM 

 يا

)16(
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2 1
1 ( , ) ( ) ( )

ct

f
t

t R d tα ξ ξ ξ
−

− =  
 ∫p ZEM 

، دستور شتاب)13(رابطة اخير در رابطة با جايگذاري دو
:شودنتيجه مي

0

1
1 2 1

1 1 0( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
ct

f f
t

t R t t t t t R t dt tα α
−

− − =    ∫u ZEM

 )17(
1

1 2 1
1 1( ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

ct

f f
t

R t t t t R d tα α ξ ξ ξ
−

− − =  
 ∫u ZEM 

)18(
حل ورودي كنترل را بر حسب)17(اين كه رابطةبه توجه
) دستور شتاب(ورودي كنترل)18(كه رابطة دهد؛ در حاليزمان مي

ميحلقهصورت را به .كندبسته ارائه

)كه درصورتي )R tو با )اسكالر فرض شود )r tنمايش داده
مي شود، نتايج به :شودصورت زير ساده

)19(

0

1 0

2
1

( , ) ( )
( )

( ) ( , )/ ( )
c

f

t

f
t

t t t
t

r t t t r t dt

α

α
=

∫

ZEM
u

 يا

)20(1

2
1

( , )

( ) ( , )/ ( )
c

f

t

f
t

t t

r t t r d

α

α ξ ξ ξ
=

∫

ZEM
u

صورت، اگر حل دستور شتاب به]6[در هدايت صريح مطابق مرجع
0( ) ( )f t t=u ZEMبهفرض شود، حل حلقه صورت زير بسته

:شودنتيجه مي

)21(
1

( )

( , ) ( )
ct

f
t

f t

t f dα ξ ξ ξ
=
∫

ZEM
u

)با مقايسة رابطة دستور شتاب بهينه با ضريب وزني )r tاز
از رابطة اخير، نتيجه)20(رابطة  با دستور شتاب هدايت صريح

)شود كه اگر مي )f t1متناسب با( , )/ ( )ft t r tα،انتخاب شود
از هدايت بهينه با انتگرال  رابطة هدايت صريح همان حل منتج

)مجذور دستور شتاب با اعمال ضريب وزني )r tطوربه. شودمي
)نمونه اگر )f tمتناسب با]6[مطابق پيشنهاد مرجع

1 1sgn[ ( , )] | ( , ) |nf ft t t tα αيب وزني انتخاب شود، ضر
مي معادل به : شودصورت زير حاصل

)22(1
1

1
( ) , 1

| ( , ) |nf

r t n
t tα −= ≥

)توجه اين كه )f tاز زمان صفر توان براي بازهرا مي اي
)منظور كرد؛ اما )r tبراي اين منظور،. توان صفر قرار دادرا نمي

( )r tرا بايد مقدار بسيار بزرگي قرار داد تا عملاً مقدارuبسيار
.كوچك شود

و هدايت بهينه با قيد سرعت بردار موقعيت
 نهايي

سازي انتگرال منظور كمينه حال حل بهينة مسئلة هدايت به
متغير با زمان براي مجذور دستور شتاب با اعمال ضريب وزني 

و سرعت نهايي معلوم به مي رسيدن به بردار موقعيت . آيددست
در. است نيز از قبل مشخص شدهftتوجه اينكه زمان نهايي

دهي حالت اول كه تنها قيد بردار موقعيت نهايي مطرح بود، شكل
به آساني]6[دستور شتاب با استفاده از حل صريح مطابق مرجع 

قابل دستيابي بود؛ اما در حالتي كه قيد بردار سرعت نهايي اضافه 
شود، استفاده از روش اعمال ضريب وزني متغير با زمان، بنابر 

و پس از حل تحليلي. تر باشد تواند مناسبكاربرد مي در ادامه
لذا مسئله. شودمسئله، به اين موضوع به طور مشروح پرداخته مي

مي صورت زير به :شودتعريف
كردن معيار عملكرد مطلوبست حل بهينه به منظور حداقل

و منوط به قيودctبه ازاي)10( و شرايط اوليه)6(و)5(معلوم
0 0( )t =ZEM ZEM0و 0( )t =ZEV ZEVو شرايط نهايي

( )ct =ZEM )و0 )ct =ZEV 0.

مي لذا تابع هاميلتوني براي مسئلة مذكور به :شودصورت زير نوشته

)23(
1 2

1
( ) ( , ) ( , )

2
T T T

m f v fH R t t t t tα α= − −u u p u p u
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در آن از مشتق جزئي تابع. ضرايب لاگرانژ هستندvpوmpكه
: توان نوشتهاميلتوني نسبت به ورودي كنترل مي

)24(1
1 2( )[ ( , ) ( , ) ]f m f vR t t t t tα α−= +u p p

نيست، لذاZEVوZEMاز آنجا كه تابع هاميلتوني تابعي از متغيرهاي
ميضرايب لاگرانژ بردارهاي  با جايگذاري براي ورودي. شودثابتي

مي)6(و)5(در روابط)22(كنترل از رابطة  :شودروابط زير حاصل

)25(
2 1
1

1
1 2

( ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

f m

f f v

d
t t t R t

dt
t t t t R t
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α α
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f v

d
t t t t t R t

dt
t t R t

α α

α

−

−

= −

−

ZEV p

p

از زمان با انتگرال و اعمال شرايطctتا0tگيري دو رابطة اخير از
و نهايي مسئله مي :توان نوشتاوليه

)27(11 0 12 0 0

12 0 22 0 0

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

c c m

vc c

A t t A t t t

A t t A t t t
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p ZEM
p ZEV

 

در آن )كه , 1,2)i j =:

)28(1( , ) ( , ) ( , ) ( )
ct

ij c i f j f
t

A t t t t R dα ξ α ξ ξ ξ−=∫
از رابطة معكوس يك ماتريس مربعي افراز به با استفاده شده

:صورت زير چهار زيرماتريس مربعي با ابعاد يكسان به

)29(
1 1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

A BD B B DB AA B

B D B AB D D BA B

− − − − −

− − − −
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مي ضرايب لاگرانژ به سادگي به :آيددست
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12 22 12 11 0

( ) ( )

( ) ( )

m A A A A t

A A A A t

− −

− −

= −

+ −

p ZEM

ZEV
 

)31(
1 1

12 11 12 22 0

1 1
22 12 11 12 0

( ) ( )

( ) ( )

v A A A A t

A A A A t

− −

− −

= −

+ −

p ZEM

ZEV
 

در رابطة ، ورودي كنترل)24(با جايگذاري براي ضرايب لاگرانژ
.شودحاصل مي

1 1 1
1 11 12 22 12

1 1
2 12 11 12 22 0

1 1 1
1 12 22 12 11
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2 22 12 11 12 0
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( , )( ) ] ( )

f

f

f

f

R t t t A A A A

t t A A A A t

R t t t A A A A

t t A A A A t

α

α

α

α

− − −

− −

− − −

− −

= −

+ −

+ −

+ −

u

ZEM

ZEV

 

)32(

)0عبارتijAدر روابط اخير، آرگومان تمام ضرايب , )ct tاست كه
، حل دستور)32(توجه اين كه رابطه. استبه علت اختصار قيد نشده

بهبه. دهدشتاب بر حسب زمان را مي -دست آوردن حل حلقه منظور
ctتاtاز زمان)26(و)25(توان از روابط بسته ورودي كنترل، مي

و سپس قيود مسئله در زمان و زمان نهايي راtانتگرال گرفت
: اعمال كرد تا رابطة ماتريسي زير منتج شود

)33(11 12

12 22

( , ) ( , )

( , ) ( , )
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A t t A t t

A t t A t t

         =           
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با استفاده از رابطة معكوس دست آوردن ضرايب لاگرانژ با به
در رابطة ورودي كنترل)29(ماتريس  ، دستور)24(و جايگذاري

ميشتاب حلقه :شودبسته نتيجه
1 1 1

1 11 12 22 12

1 1
2 12 11 12 22

1 1 1
1 12 22 12 11
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2 22 12 11 12
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)34(
)عبارتijAدر رابطة فوق، آرگومان تمام ضرايب , )ct tاست كه

.استبه علت اختصار نوشته نشده
)مسئله به ازاي )R tاسكالر كه با( )r tشود، نمايش داده مي

ميبه)27(در اين حالت، رابطة. شودساده مي :شودصورت زير نوشته
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در آن، و3در3ماتريس همانيIكه )است , 1,2)i j =:

)36(
( , ) ( , )

( , )
( )

ct i f j f
ij c

t

t t
a t t d

r

α ξ α ξ
ξ

ξ
=∫

در نوتاسيون حاضر، توجه -دو متغير را شامل مي11aاين كه
از تعريف در رابطة. شود كه نبايد با هم اشتباه گرفت و)2(يكي

از رابطة )36(از تعريف رابطه11aتنها،از اين به بعد).36(ديگري
ر. شوددر روابط ظاهر مي از  ابطة ماتريسي با استفاده

)37(
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2
12 22 12 1111 22 12
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به ضرايب لاگرانژ به مي صورت زير :آيددست
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در رابطة ، دستور شتاب)24(در نتيجه با جايگذاري دو رابطة اخير
ميحلقه :شودبسته حاصل

1 22 2 12

2
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2 11 1 12

2
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)40(
كه براي به بر حسب زمان كافي است دست آوردن حل دستور شتاب

)در رابطة اخير به جاي ضرايب , )ij ca t t0مقادير( , )ij ca t tو به
)0به ترتيبZEVوZEMجاي )tZEM0و( )tZEV

.جايگذاري شود

خلأسيستم كنترل ايده: حالت خاص و حركت در  آل

دردر حالتي كه سيستم كنترل ايده و با فرض حركت آل لحاظ شود
:شودخلأ، توابع آلفا به طور قابل توجهي ساده مي

)41(1 2( , ) , ( , ) 1f go ft t t t tα α= =

goكه در آن ft t t= حال رابطة دستور شتاب براي چند.−
مي حالت مختلف به : آيددست

در حالت هدايت تنها با قيد بردار موقعيت)20(رابطة)الف
مي نهايي به : شودصورت زير ساده

)42(
2( ) ( ) / ( )

c

go

t

f
t

t

r t t r dξ ξ ξ
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−∫

ZEM
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)همچنين دستور شتاب به ازاي ضريب وزني ) n
gor t t=

مي براي هدايت پاياني به :شودصورت زير نوشته

)43(
2

3
3

go

n
n

t

−
= <u ZEM 

)مثبت باشد، ضريب وزنيnكه درصورتي ) n
gor t t=سبب

در رابطة فوق، ضريب. شودكاهش دستور شتاب در اوايل پرواز مي
3Nصورت به1ناوبري مؤثر در هدايت تناسبي حقيقي n′ = −

هاي منفي، اعمال ضريب وزني مذكور سببnبه ازاي. شودمي
در اوايل پرواز مي طوركه همان. شودافزايش ضريب ناوبري مؤثر

در دستور شتاب هدايت ملاحظه مي شود، تأثير ضريب ناوبري مؤثر
 
1. True proportional navigation 

لازم به ذكر است. تناسبي از فرمولاسيون جديد نيز قابل تفسير است
)2به ازاي)43(رابطة]11[كه در مرجع  ) gor t t=و در مرجع

)به ازاي]12[ ) n
gor t t=استدست آمده به .

و سرعت نهايي رابطة)ب براي هدايت با قيد بردار موقعيت
مي صورت به)36( :شودزير ساده
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 صورتبه)40(سازي رابطة بسته دستور شتاب نيز با سادهفرم حلقه
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مين بهحل اما. شودوشته صورت زير دستور شتاب بر حسب زمان
مي به :آيددست
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و سرعت نهايي با هدايت حلقه)ج بسته با قيد بردار موقعيت
)ضريب وزني ) 1/ n

gor t t=صورت براي مرحلة پاياني پرواز به
0n(شود زير نتيجه مي ≥:( 

)47(
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( 2)[( 3) ( 1) ]go

go

n n n t

t

+ + − +
=

ZEM ZEV
u

. استارائه شده]12[حل مسئلة اخير در مرجع

و سرعت نهايي به هدايت حلقه)د بسته با قيد بردار موقعيت
)ازاي ضريب وزني  ) 1/ n

cgr t t=0وn صورت زير به<
cg(شود نتيجه مي ct t t= −:( 

{ }
2

( 2) [( 3) [( 3) 2 ] ]go cg

cg

n n n t t

t

+ + − + −
=

ZEM ZEV
u

)48(
cبه ازاي ft t=شودمي ساده)47(ةصورت رابط رابطة اخير به.

 انتخاب ضريب وزني متغير با زمان

توان دستور شتاب وسيلة با انتخاب ضريب وزني متغير با زمان مي
حل. پروازي را به شكل نسبتاً مطلوبي درآورد با توجه به اينكه
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بهينة مسئلة هدايت براي معيار عملكرد حداقل انتگرال قدرمطلق
و دستور شتاب با فرضيات ساده در زمان اوليه دو ضربه شونده،

توان نهايي است، براي كاهش انتگرال قدرمطلق دستور شتاب مي
)وزني ضريب )r t2(مانند نمودار شكل)10(را در معيار عملكرد(

. اعمال كرد

 پروفيل ضريب وزني براي كاهش مصرف سوخت-2شكل

همچنين براي وقتي كه فشار ديناميكي حداكثر است، با اعمال
از مقدار دستور ضريب وزني مي به طور نمونه. شتاب كاستتوان

در هنگام جدايش مراحل. استفاده كرد)3(توان از پروفيل شكل مي
توان با اعمال ضريب وزني، مقدار دستور شتاب را به يا بوسترها مي

).4شكل(رساند) يا نزديك به صفر(صفر 

 پروفيل ضريب وزني براي كاهش مانور در زمان حداكثر فشار ديناميكي-3شكل

 پروفيل ضريب وزني براي كاهش مانور در زمان جدايش مراحل-4شكل

در به منظور صفركردن دستور شتاب در زمان نهايي
)توان از رابطة هدايت مياني مي ) 1/ n

cgr t t=استفاده كرد .

پروفيل ضريب وزني را براي ارضاي)5(به طور نمونه، شكل
از قيود نشان مي با2Mtتا1Mtدر فاصلة زماني. دهدتركيبي

م از قدار دستور شتاب به شدت كاسته اعمال ضريب وزني بالا
يا حداكثر فشار اين موضوع براي جدايش مراحل. شود مي

در زمان. ديناميكي مناسب است همچنين هدف اين است كه
است، دستور شتاب نمايش داده شدهctنهايي هدايت مياني كه با 

مقدار ضريب وزني حداقل2ftتا1ftدر فاصلة زماني. صفر شود
است، لذا اعمال شتاب مانوري بالا در اين بازة زماني براي قانون 

لازم به ذكر است كه دليل استفاده. استهدايت آزاد گذاشته شده
.كردن محاسبات ضرايب هدايت استهاي خطي، ساده از پروفيل

 پروفيل ضريب وزني براي ارضاي تركيبي از قيود مسير-5شكل

: صورت زير استبه)5(نمايش رياضي تابع ضريب وزني براي پروفيل شكل

)49(
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)36(بنابراين براي هر مرحلة پروازي، يك دسته ضرايب از رابطة
مي براي محاسبة قانون هدايت به : آيددست
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در لازم به ذكر است در صورتي كه خواسته شود ضريب وزني
,0]بازة زماني  ]ctپيوسته باشد، كافي است به جاي ctمقدار

c ct t ε+ = و سپس براي+ مقدار بسيارεرا جايگذاري كرد
كه از جواب نهايي براي البته در صورتي. كرد كوچكي انتخاب

0ε→شودحد گرفته شود، همان جواب قبل حاصل مي.

 سازينتايج شبيه

دهي دستور براي اين كه تأثير پروفيل ضريب وزني در شكل
و قابليت روش مذكور مشخص شود از كد  شتاب بررسي شود

ميسازي پرواز براي حل شبيه فرض كنيد. شودمسئله استفاده
. وسيلة پروازي قرار است به يك وسيلة فضايي ديگر متصل شود
براي اين حالت لازم است شتاب مانوري براي زمان كوتاهي قبل

اي آن براي اتصال از مرحلة اتصال صفر شود تا وضعيت زاويه
ثانيه زمان براي اين منظور اختصاص داده20لذا. تصحيح شود

در 140حال. استشده ضريب. نظر بگيريدثانية آخر پرواز را
:با ضرايب زير)49(ةوزني مطابق رابط

1 2 1
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و سيستم. استنمايش داده شده)6(در شكل پروفيل آن انتخاب شده
ضرايب هدايت در بخش. آل فرض كنيد كنترل وسيلة پروازي را ايده

را بر رويOxyzبدأ دستگاه مختصاتم. استضميمه ارائه شده
و محور در مدل زمينz موقعيت اولية وسيلة پروازي را محور قائم

140ftيعني(در لحظة اوليه. تخت درنظر بگيريد سرعت)−
و به سمت 500وسيلة پروازي  در راستاي قائم و تنها بر ثانيه متر

)بردار موقعيت نهايي. بالاست ) [80 80 150]Tft =rبر حسب

و بردار سرعت نهايي مطلوب )كيلومتر ) [2000 3000 500]Tft =v

. استبر حسب متر بر ثانيه منظور شده

 نمودار پروفيل ضريب وزني بر حسب زمان-6شكل

نمايش داده)8(و)7(هاي سازي پرواز در شكلنتايج شبيه
وس. است شده در. است ترسيم شده)7(يلة پروازي در شكل مسير حركت
و حل تحليلي آن مشاهدههنمودار دستور شتاب حلق)8(شكل بسته
به. شود مي جز در لحظة نهايي لازم به ذكر است كه اين دو نمودار

در حل تحليلي، دستور.، بر هم منطبق است)ثانيه 120زمان(هدايت 
بسته به علت شود؛ اما در حل حلقهشتاب در لحظة نهايي دقيقاً صفر مي

نهايي، رابطة هدايت، دستور شتاب در لحظات صفر شدن مخرج كسر در
بهينه اين موضوع براي قوانين هدايت. كندمقدار بزرگي پيدا مي
و روش در مشترك است هاي متعددي براي حذف آن وجود دارد كه

و ربطي  .ندارد)49رابطة(به ضريب وزني اينجا نيز صادق است
ترين روش، قطع دستور شتاب براي چند صدم ثانيه قبل از لحظة ساده

نهايي است كه سبب خطاي نهايي قابل ذكري نخواهد شد؛ چرا كه 
مي پروفيل دستور شتاب نيز به. رودبه سمت صفر براي مسئلة مذكور
در002/0گيري ازاي گام زماني انتگرال و صفر كردن دستور شتاب ثانيه

و خطاي02/0فاصلة زماني دوصدم ثانية آخر، خطاي موقعيت  متر
مي001/0سرعت  نكتة ديگر كه بايد توجه كرد اين. شودمتر بر ثانيه

براي جدايش مراحل آنقدر بزرگ است كه نيازي نيست كه ضريب وزني 
انتخاب شود تا دستور شتاب صفر شود؛ بلكه اگر دستور شتاب مقدار 

ميكوچكي داشته و در زمان مورد نظر توان دستور شتاب باشد، در عمل
به. صفر اعمال كرد به با توجه بسته صورت حلقه اينكه قانون هدايت

البته اين موضوع براي لحظة. است، اين تفاوت تأثيري در عملكرد ندارد
ماند؛ نهايي صادق نيست، چرا كه ديگر زماني براي جبران آن باقي نمي

شده در لحظات نهايي هدايت به سمت لذا ضريب وزني انتخاب
مي بي لازم به ذكر است كه حداكثر مجاز دستور شتاب. رودنهايت
دهي است كه عملكرد قانون هدايت در شكل اي انتخاب شدهگونه به

. خوبي مشخص باشدبه)8شكل(پروفيل دستور شتاب 

 مسير حركت وسيلة پروازي-7شكل
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 نمودار دستور شتاب بر حسب زمان-8شكل

خط(پروفيل دستور شتاب براي هدايت با ضريب وزني متغير با زمان-9شكل
1nبه ازاي)48(و قانون هدايت) توپر ).چينخط(=

ب عـبراي هـملكرد قانـررسي ضـون ريب وزنيـدايت با
خـمت سـطاي موقـغير با زمان، و نـعيت مـرعت و قدارـهايي

0
| ( ) |
ft

V t dt∆ = ∫ uبا چهار قانون هدايت ديگر مقايسه شده

در جدول  رابطة قانون هدايت بهينه با قيد بردار. استدرج شده)1(و
و سرعت كردن انتگرال مجذور به منظور كمينه(نهايي موقعيت

هد) دستور شتاب نتايج].2-4[ايت موجود است در اكثر منابع
نمايش)1(سازي به ازاي اين قانون هدايت در سطر اول جدول شبيه

در سطر دوم جدول، نتايج به ازاي قانون هدايت. استداده شده
در. استن داده شدهبا قيد اضافي دستور نهايي صفر نشا]12[مرجع 

دو قانون هدايت، دستور شتاب تا زمان 140ftاين ادامه دارد،=
120ctاست كه دستور شتاب بعد از كه هدف اين بوده درصورتي =

دو قانون هدايت شرط اخير را ارضاء نمي و اين . كندثانيه صفر باشد
و چهارم )48(جدول مذكور، نتايج قانون هدايت مياني در سطر سوم

. استبا يك مرحلة بدون هدايت در انتهاي مسير، ذكر شده
مي همان در جدول مشاهده براي هدايت با قيد∆Vشود،طوركه

1n(شتاب نهايي صفر  از حالت هدايت بدون قيد شتاب نهايي)=
0n(صفر  اما چهار قانون هدايت مذكور قيود. استبيشتر شده)=

در حالتي كه قيود مياني مسير نيز اضافه. كنندمياني را ارضاء نمي
كهشود، انتظار مي . افزايش يابد∆Vرود

به)48(نمودارهاي دستور شتاب براي قانون هدايت مياني
1nازاي و قانون هدايت با ضريب وزني متغير با زمان در=
براي جلوگيري از افزايش. استنمايش داده شده)9(شكل

ثانية آخر02/0ناگهاني دستور شتاب در لحظات نهايي، به ازاي 
همچنين براي نتايج جدول(است دستور شتاب صفر منظور شده

به).1 و سرعت ماهيت قانون هدايت ينه با قيد بردار موقعيت
و)و بدون قيود مياني(نهايي  اين است كه در بازة زماني ابتدايي

در زمانانتهايي، دستور شتاب حداكثر مي و هاي مياني مقدار شود
در زمان. يابدآن كاهش مي هاي مياني لذا كاهش دستور شتاب

دو قانون هدايت ناشي از اين موضوع است  با(براي زة زماني بجز
ضريب وزني در هدايت با ضريب اعمالثانيه كه بخاطر35تا 20

 ). وزني متغير با زمان است

و سرعت نهايي-1جدول  مقايسة قوانين هدايت با قيد بردار موقعيت

 قانون هدايت
 خطاي موقعيت

)m(نهايي
خطاي سرعت

)2m/s(نهايي
(m/s)V∆

هدايت پاياني با
0n ، رابطة=

)47(
01/039/17/5216 

هدايت پاياني با
1n ، رابطة=

)47(
00/000/09/6626 

هدايت مياني با
0n ، رابطة=

)48(
5/411/29/6055 

هدايت مياني با
1n ، رابطة=

)48(
01/000/00/7995 

هدايت با ضريب
 وزني متغير با زمان

02/000/07/7403 

و تنظيم زمان مي با تغيير ضرايب وزني توان هاي مربوطه
بر شكل به منظور ارضاي قيود دستور(دهي دستور شتاب علاوه

در جدول. كاهش دادمصرف سوخت را نيز) شتاب )2(اين موضوع
البته. استذكر شدهfبه ازاي مقادير مختلف ضريب وزني

-كاهش يافته∆V، مقدارfطوركه با افزايش ضريب وزني همان
،fا انتخاب مقدارلذ. يابداست، مقدار دستور شتاب اوليه افزايش مي

و دستور شتاب اوليه استمصالحه . اي بين مصرف سوخت
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 در عملكرد قانون هدايت با ضريب وزني متغير با زمانfتأثير ضريب وزني-2جدول

(m/s)V∆2| (0) | (m/s )uf

2/790492/205/0
1/767193/361
7/740399/592
2/728001/763
1/723095/874
8/721933/975

 پيشنهادها

شده براي وسايل پروازي كه سيستم كنترل آن بر مبناي روش ارائه
مي. سازي استكند، قابل پيادهدستور شتاب كار مي توان براي لذا

و جهت نيروي پيشران بكار  بر روي اندازه فضاپيماها به شرط كنترل
با. برده شود همچنين براي فضاپيماهايي شبيه شاتل فضايي، اما

و موشك در مرحلة صعود هاي رهگير با كنترل كنترل آيروديناميكي
لازم به ذكر است كه تخمين.سازي است آيروديناميك، قابل پياده

در قوانين هدايت پيشرفته پروفيل سرعت موشك بر اي مسير آتي
البته روش مذكور با اصلاحاتي].16-18[ يك موضوع متداول است 

اين. ممكن است براي وسايل پرتاب ماهواره نيز قابل استفاده باشد
و  بر مبناي اصلاحات پيشنهادي دارد موضوع نياز به تحقيق بيشتر

به. موضوع تحقيق آتي نويسنده است اين كه سيستم كنترل با توجه
بر اساس دستور سرعت زاويه - وسايل پرتاب ماهواره به طور معمول

اي تبديل كند، دستور شتاب بايد به دستور سرعت زاويهاي كار مي
از رابطة. شود  براي اين منظور، ابتدا شتاب جانبي

)51(( )n m m= − ⋅u u u e e

ميمحا در آن،سبه سپس. بردار يكة سرعت استmeشود كه
:شودمحاسبه ميPiبراي مراحل پروازي)cα(دستور زاوية حمله 

)52(Pi Pi
c n

ref L

m
u

qS C α

α =

در آن وrefSفشار ديناميكي،qكه LCسطح مرجع αشيب
روي. ضريب برا نسبت به زاوية حمله است در مرحلة بعد، بايد از
البته براي. اي محاسبه شوددستور زاوية حمله، دستور سرعت زاويه

بهسازي مسئله، ابتدا بهينه كرد بايد عبارتبه. صورت معكوس عمل
از حل عددي، دستور سرعت زاويه اي بهينه ديگر، ابتدا با استفاده

بهمحاسبه  صورت روتين براي وسايل شود كه اين مرحله از كار،
و در مراجع پرتاب ماهواره انجام مي اين موضوع]20[و]19[شود
د ضريب وزني سپس از روي آن باي. است به خوبي تشريح شده

مي. متناظر با آن محاسبه شود بستة رود كه حل بهينة حلقهانتظار
حل. داشته باشد منتج نسبت به اغتشاشات مقاومت بيشتري البته

روش) كه ممكن باشد درصورتي(صورت پارامتري مسئله به مزاياي
)براي محاسبة تابع. كندپيشنهادي را مضاعف مي )c t،و توابع بتا

از مرجع نيز ميZEVوZEMروابط  . استفاده كرد]21[توان

 گيرينتيجه

در اين تحقيق، ماتريس وزني متغير با زمان در معيار عملكرد
حداقل انتگرال مجذور دستور شتاب براي مسئلة هدايت بهينه با 

و  و پاياني قيد بردار موقعيت سرعت نهايي براي مرحلة مياني
و پرواز به منظور شكل دهي پروفيل دستور شتاب، اعمال شده

بهحل بهينة حلقه ديناميك سيستم كنترل،. استدست آمده بسته
و مدل پسا خطي، اما با  و از مرتبه دلخواه منظور شده خطي

است همچنين فرض شده. استضريب متغير با زمان فرض شده
و كنترل باشدكه  و جهت نيروي پيشران موتور قابل تغيير . اندازه

در. شوداين موضوع سبب گستردگي كاربرد روش پيشنهادي مي
هاي ادامه، ضرايب وزني متفاوتي به منظور كاربرد در مأموريت

و عملكرد قانون هدايت براي يك ضريب وزني  مختلف پيشنهاد
در همان. استتركيبي بررسي شده سازي پرواز نيز شبيهطوركه

شد، پروفيل ضريب وزني بنابر نوع مأموريت ممكن نشان داده
اي انتخاب شود تا شتاب مانوري در لحظات حداكثر است به گونه

فشار ديناميكي، جدايش مراحل يا در لحظة نهايي صفر يا حداقل 
به. شود دست آوردن رابطة پروفيل از ديگر نتايج اين مطالعه،

و ضريب وزني اعمالي در معيار دستور شتاب  در هدايت صريح
در پايان نيز،. استعملكرد حداقل انتگرال مجذور دستور شتاب 

و  روشي براي اصلاح فرمولاسيون پيشنهادي براي فعاليت آتي
هواره به عنوان برنامة فراز كاربرد احتمالي در وسايل پرتاب ما

يت اعمال آن نياز است كه بررسي قابلبستة بهينه ارائه شده حلقه
و شبيه . سازي پرواز داردبه تكميل روش مذكور

 ضرايب قانون هدايت: ضميمه

براي)49(به ازاي ضريب وزني)36(ضرايب قانون هدايت از رابطه
: استصورت زير محاسبه شده شش مرحلة پرواز به
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