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Effect of regularization on the solution of perturbed two body problem is 
investigated in this paper. Purposes of using this method are computational burden 
reduction and achieving desirable accuracy in the minimum time. In this regard the 
equations of motion are linearized and independent variable is changed from time to 
the true anomaly. These yield reducing run time, however increasing accuracy. The 
results of simulation confirm that utilizing this method in onboard computation or long 
term simulations is more suitable and efficient than other methods including general 
and special perturbation methods. 
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هاي معمول ديگر  دو جسم در مقايسه با روش ئلةسازي در سرعت حل مس ثير منظمأدر اين مقاله ت
يابي به دقت كافي در  كارگيري اين روش، كاهش حجم محاسبات و دست هدف از به. بررسي شده است

آنومالي  ةحركت و تغيير متغير مستقل از زمان به زاوي لةسازي معاد واقع با خطيدر . ترين زمان ممكن است كم
نتايج حاصل از . يابد گيري كاهش مي حقيقي، در عين امكان افزايش دقت، زمان اجراي برنامه به ميزان چشم

و چه در  (On-board)برد  سازي بيانگر اين موضوع هستند كه استفاده از اين روش چه در محاسبات آن شبيه
هاي مرسوم چه در روش  تر و با كارآيي بالاتر از ساير روش مناسب )(Long Termهاي طولاني  سازي شبيه

  .اختلالات ويژه و چه در روش اختلالات عمومي است

  سازي مسئله دو جسم اختلالي، منظم: هاي كليدي واژه

  12مقدمه 
هاي هوافضايي  سازي در طراحي و ساخت سيستم كارگيري شبيه به

بالاي زماني و  ها و همچنين هزينة آن به دليل پيچيدگي ساختاري
نظر  قعي، نه تنها منطقي بلكه لازم بهمالي انجام آزمايش در سطح وا

مهندسي فضايي  در شاخةطور خاص  صحت اين موضوع به. رسد مي
ها و  تر است، چرا كه مهيا ساختن زمينه براي انجام آزمايش بديهي
كه به عنوان مثال،  ضمن اين. تسها مستلزم حضور در فضا تست

بررسي تغيير پارامترهاي مداري يك ماهواره در طول عمر عملكردي 
تفاده لذا اس ناپذير است؛ امري امكانسازي  به غير از استفاده از شبيه

  .ناپذير است اجتنابنيز سازي  از شبيه
يري مدل ساخته شده از پديده و كارگ توان به سازي را مي شبيه

بيني عملكرد سيستم واقعي  منظور مطالعه و پيش واقعي به ةلمسئ
                                                           

 )نويسندة مخاطب(دانشجوي كارشناسي ارشد . 1
 كارشناسي ارشد. 2

سازي بررسي، مطالعه و آزمايش عملكرد  بدين ترتيب شبيه. دانست
رفتار جزء  ةمشاهد سيستم، اثر تغييرات محيطي بر عملكرد سيستم،

ديناميكي در زمان واقعي و اثر  ةبه جزء سيستم، بررسي و مطالع
  .سازد افزودن عناصر جديد به سيستم را ممكن مي

جا كه امكان تجربه  در طراحي و تحليل مدار ماهواره از آن
در تخمين طول  بررسي حركت به صورت واقعي در مدار، مخصوصاً

سازي  اده از شبيهي وجود ندارد، استفعمر و تغيير پارامترهاي مدار
  . له استتنها راه حل مسئ

مدل ساخته شده براي بررسي حركت ماهواره در حضور تمام 
عوامل محيطي، مبتني بر قوانين سه گانه و گرانش نيوتن است كه با 

شود  نمايش داده مي دوم ة ديفرانسيل برداري مرتبةاستفاده از معادل
در . شود اول شكسته مي ةاسكالر مرتب ةعادلكه براي حل به شش م

x) 1(رابطه 
v
به ترتيب بردار شتاب و بردار موقعيت ماهواره  xvو  &&

نيز بردار شتاب  pavثابت گرانشي و  μدر دستگاه اينرسي، 
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وجود دستگاه معادلات .  دستگاه اينرسي هستنداختالالي در 
غيرخطي و كوپل و همچنين غيرهمگن بودن آن، نياز استفاده از 

. دهد هاي با عملكرد بالا و دقت كافي را افزايش مي روش
گيري مستقيم از معادلات، زمان اجراي برنامه زيادي را  انتگرال

رفتار سازي مطالعه  بخصوص كه هدف از حل و شبيه. طلبد مي
  .متغيرها در زمان طولاني چند ماه و چند سال باشد

)1(
                                                            

3 px x a
x
μ

+ =
v vv
&& v  

دوجسم  ةلهاي مختلفي براي بررسي مسئ ون روشتاكن
اند كه در دو دسته روش اختلالات ويژه و روش  اختلالي ابداع شده

اول با استفاده از  ةدر دست. شوند بندي مي اختلالات عمومي دسته
دوم  ةدست. شود طور مستقيم حل مي فوق به ةمحاسبات عددي، معادل

حضور اختلالات  هاي مداري به واسطة ي تغيير المانبه دنبال بررس
ها مزايا  هر كدام از اين روش. حركت توجهي ندارد ةعادلاست و به م

ها زمان اجراي برنامه  اين روش ولي در همة. و معايب خود را دارند
در . رود سازي به شمار مي مهم و مشكل ةلئبا خطاي قابل قبول، مس
رويم كه با حفظ و حتي بهبود  روشي مي اين مقاله به سراغ ارائة

اين . كاهش دهد زياديمه را به ميزان دقت حل، زمان اجراي برنا
براي مدارهاي  مخصوصاً. روش براي هر نوع مداري مناسب است

ها صفر است يا مدارهاي استوايي  دايروي كه خروج از مركز در آن
ميل مداري صفر دارند، اين روش دچار تكينگي نشده و  ةكه زاوي

  .قابل استفاده است
21وجود ترم  r حركت نه تنها موجب تكين شدن  ةر معادلد

]. 1[ كه خطاي عددي خطيري با خود به همراه داردبلشود  معادله مي
سازي به معني از بين بردن اين تكينگي در معادلات حاكم  منظم
كلي براي انواع  ة رابطةسازي و ارائ براي انجام عمليات منظم. است

، ]2[ها  قبيل كواترنيونها و ابزارهاي مختلفي از  مدارها از تكنيك
  .كنيم استفاده مي] 4[و تبديل ساندمن ] 3[سازي  خطي

  دستگاه مختصات 
 گرانشي زمين تحت عنوان مسئلة ثير نيرويحركت يك ماهواره تحت تأ

شكل كلي معادلات حركت در حضور عوامل . شود دوجسم مطرح مي
. شود بيان مي) 1( ةاختلالي نسبت به دستگاه اينرسي زمين مركز با معادل

حركت  ةگيرد، بيان معادل جاكه حركت مداري در صفحه صورت مي از آن
بدين منظور . رسد نظر مي تر به در دستگاه مختصات مداري مناسب

  ]:2[كنيم  دستگاه مختصات مداري زير را تعريف مي
گيريم كه بردار يكه  اي درنظر مي گونه دستگاه مختصات را به

i
v  ،در راستاي بردار موقعيتxv  و بردار يكهk

v  در راستاي بردار
hحركت خطي، ةانداز

v بردار يكه. باشدj
v  را نيز طوري تعريف

. دهندكنيم كه اين سه بردار يك دستگاه راستگرد را تشكيل  مي
  :يعني

)2 (
                                                                      R

x
x
xi

v

v

vv
==  

)3(                                                      
h
h

vx
vxk

v

vv

vvv
=

×
×

=  

)4(                                                               ikj
vvv

×=    

بردار  vv) 3( ةبيانگر مقدار بردار موقعيت و در رابط R  )2(ة در رابط
بديهي است كه اين دستگاه اينرسي نبوده و . سرعت ماهواره است

  بردار. كنند آن با زمان تغيير مي ةبردارهاي يك
)5                     (                              krjqip

vvvv
++=ω  

نرخ تغييرات . ناميم مياي دستگاه مداري  بردار سرعت زاويهرا 
گيري از  شتقبردارهاي يكه دستگاه مختصات مداري را ابتدا با م

مشتق بردار  ةسپس از قاعد. آوريم دست مي به ) 3(و ) 2(روابط 
  .دهيم برابر قرار مياستفاده كرده و حاصل هر دو را 

)6              (              kqjrix
R
R

R
v

dt
id vvvvv&vv

−=×=−= ω2  
)7(                          

2

1dk dh h h k pj qi
dt h dt h

ω= − = × = − +
v v

& v v v vv  

  :اي عبارت خواهد بود از هاي سرعت زاويه لفهؤلذا مقادير م
)8                      (                                 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= j

dt
hd

h
p

v
v

.1  

)9(                                                                                    0=q  

)10(                                                                        ( )jv
R

r
vv.1

=  

) 1(حركت خطي و معادله  ةر اندازادبا استفاه از تعريف بر
  توان نوشت كه مي

)11(
                                                                 kpRaj

dt
hd

v

v
v

−=.  

گرچه وجود . مداري است ةاز طرفي بردار سرعت در صفح
كند، ولي بردار سرعت  مداري را ملغي مي ةاختلالات يكتايي صفح

در صفحه است و داراي دو  در دستگاه مداري در هر لحظه، همواره
  :يعني. شعاعي و عمودي است مؤلفة

)12(                                                                jvivv R

vvv
⊥+=  

  از طرفي

)13(             
                                                 

jv
R
hv

vv.==⊥  

توان به روابط جديدي  مي) 13(و ) 11(با استفاده از روابط 
  .رسيد rو  pبراي 
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)14(                                                             
kpa

h
Rp v=  

)15(                                                                2R
hr =  

  معادلات حركت در دستگاه مختصات مداري
حال به استخراج معادلات حركت در دستگاه مختصات مداري 

اينرسي است، جا كه دستگاه مختصات مداري غير ناز آ. پردازيم مي
  :معادله حركت به شكل زير خواهد بود بنابراين

)16(  ( )[ ] pai
R

iiRiRiR vvvvvvv
&

vv&v&& +−=××+×+×+ 22 μωωωω  

توان معادله  اي مي هاي سرعت زاويه با استفاده از مقادير مولفه
  :اسكالر زير بازنويسي كرد ةبرداري فوق را به شكل سه معادل

)17(                                                       
ipa

R
RrR v

&& =+− 2
2 μ  

)18(                                                            ( )
jpRarR

dt
d

v=2  

)19(                                                                        
kpaRpr v=  

. است) 14( ةجبري و در واقع همان رابط اي رابطه) 19( ةمعادل
سرعت شعاعي به  ةو تعريف رابط) 18(و ) 17(با استفاده از معادلات 

  :رسيم اول زير مي ةدستگاه معادلات ديفرانسيل مرتب

)20(                                                  

j

i

p

p
R

R
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dt
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a
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v

v

=
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23

2 μ  

حركت  ةكنند اول فوق توصيف ةديفرانسيل مرتب ةدستگاه معادل
شود كه در  ملاحظه مي. ماهواره در حضور عوامل اختلالي است

و به  يستحركت خطي ثايت ن ةحضور اختلالات ديگر مقدار انداز
توان با  مي. كند نيروهاي اختلالي تغيير مي ه در صفحةلفة مؤواسط

فاده از الگوريتم عددي مناسب، مناسب و است ةاعمال شرايط اولي
و به جواب دست پيدا  گيري كرد از معادلات فوق انتگرال مستقيماً

منظور افزايش عملكرد و بهبود سرعت و دقت حل  اما به. كرد
  . كنيم سازي مي دستگاه معادلات فوق را در طي دو مرحله منظم

  تغيير متغيير مستقل 
متغير جديد، عملكرد الگوريتم با تغيير متغير مستقل از زمان به يك 

در مورد مدارهاي بيضوي كه تعداد گام  مخصوصاً. يابد حل بهبود مي

اوج بايد طي شود تا به  ةگيري در حوالي نقط زيادي براي انتگرال
كارگيري اين تغيير متغير  با به]. 4[دقت مطلوب دست پيدا كنيم 

ورت تحليلي تغيير گام زماني با استفاده از تبديل ساندمن به ص اندازة
  :صورت كلي تبديل ساندمن عبارت است از. كند مي

)21(                                                        dscRdt n=  

متغير  sدو جسم عدد ثابت وبراي مسئلة cزمان،tكه در آن
با توجه به انتخاب cو عدد ثابت nمقدار توان. مستقل جديد هستند

s2با انتخاب . شوند تعيين مي=n  وhc متغير مستقل  =1/
   :يعني. جديد، معادل آنومالي حقيقي خواهد بود

)22(                                                                   νd
h

Rdt
2

=  

افزوده ) 20(با اعمال اين تغيير متغير يك معادله به دستگاه معادلات 
آنومالي حقيقي  ةاز زواي شده كه بيانگر تغيير زمان به عنوان تابعي

 ةلآن است كه ديگر نيازي به حل مسئ تبديلنتيجة مفيد اين . است
  :معادلات جديد عبارتند از. كپلر نخواهد بود

)23                                        (

j

i

p

p
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a
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توان زمان را با متغير  با استفاده از تكنيك تغيير متغير، مي
گيري  يك الگوريتم انتگرال ةوسيل هبه نحوي تعويض كرد كه بديگر 

. با گام ثابت هم بتوان مسائل مختلف را با عملكرد مطلوبي حل كرد
. در واقع با اين تبديل، تغييرات گام زماني كنترل شده خواهد بود

جا آنومالي  در اين(يعني تغييرات با گام ثابت در متغير مستقل جديد 
به عبارت . شود ير در گام طي شده توسط زمان ميباعث تغي) حقيقي
  ديگر

)24(                                                                    νΔ=Δ
h

Rt
2

  

  رفع تكينگي 

گيري و دقت نتايج را به  وجود تكينگي در معادلات، روند انتگرال
لذا رفع تكينگي از معادلات حركت اهميت ويژه . اندازد مخاطره مي

Ruبا تغيير متغير ] 2[دي  سي. دارد حركت دو  ةتكينگي معادل =1/
طي خ ةغيرخطي را به معادل اختلالي را از بين برده و معادلةجسم غير

كنيم تا  جا نيز از اين تغيير متغير استفاده مي در اين. تبديل كرده است
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با اعمال اين تغيير خواهيم . تري پيدا كنند معادلات شكل مناسب
  :داشت

)25                                        (
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با متغيير مستقل آنومالي حقيقي با ) 25(دستگاه معادلات 
گيري  انتگرال ةفرض معلوم بودن توابع نيروهاي اختلالي آماد

بين دستگاه مختصات  ةاما قبل از هر چيزي بايد رابط. است
چرا كه نيروي . شود اينرسي و دستگاه مختصات مداري تعيين

اختلالي ناشي از عدم كرويت زمين يا نيروي اختلالي حاصل از 
در . شوند ن ميفشار تشعشي خورشيد در دستگاه اينرسي بيا

لذا . اند كه معادلات در دستگاه مختصات مداري نوشته شده حالي
بايد تبديل دستگاه مختصات اينرسي به مداري و بالعكس معلوم 

  .دشو

  ماتريس تبديل 
با توجه به زواياي اويلر و دوران حول محورهاي مختصات يك 

نرسي دستگاه به منظور انطباق بر دستگاه جديد، دستگاه مختصات اي
( )zyx هاي زير حول محورهاي مختصات به  با مجموعه دوران ,,

)دستگاه مختصات مداري  )kji   ].2[شود  تبديل مي ,,
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به عنوان معادل زواياي  Ωو   ،v،iيالمان مدار 4از 
كه ماتريس . كنيم اويلر بين دو دستگاه اينرسي و مداري استفاده مي

   :دهند تبديل زير را تشكيل مي
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كننده،  نگران ةنكت. است cosبيانگر  cو sinبيانگر  sدر آن كه
 فرايندشدن ماتريس فوق در زواياي حدي است كه  تكين

دايروي و  به عنوان مثال اگر مدارها. كند يگيري را مختل م انتگرال
تبديل  ةدر ارائ استوايي باشد يا نوع مدار تغيير كند، ماتريس فوق

قابليت ها،  لذا استفاده از كواترنيون. ودش مناسب با مشكل مواجه مي
و در نتيجه ضمن حفظ عموميت روش، د اطمينان بيشتري دار

فرم كلي ماتريس تبديل با توجه . افتد گيري به مخاطره نمي انتگرال
  :ها به شكل زير است به كواترنيون
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1234مقادير  ,,, qqqq هاي مداري محاسبه  با توجه به المان
  .شوند مي

اما اين رابطه . بدين ترتيب ارتباط بين دو دستگاه مشخص شد
هاي مداري ثابت باشند،  المان تا زماني معتبر است كه مقادير

هاي مداري تغيير  دانيم در حضور اختلالات، المان كه مي حاليدر
] 5[مورتن . ها استخراج شوند سير تكاملي كواترنيون يدذا بال. كنند مي

  :كند گونه بيان مي ها را اين سير تكاملي كواترنيون
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و روابط  qاي، دوم سرعت زاويه ةلفؤبودن مبا توجه به صفر
و همچنين تغيير متغير مستقل از زمان به  rو pموجود براي

  :شود ل زير ساده ميفوق به شك ةآنومالي حقيقي، رابط
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 ةكنند توصيف) 25(اول  ةدستگاه معادلات ديفرانسيل مرتب
حركت در دستگاه مختصات مداري و دستگاه معادلات 

تغييرات  ةكنند معادلات توصيف) 30(اول  ةديفرانسيل مرتب
هاي مداري است كه با  ها يا در واقع تغيير المان كواترنيون

دو جسم  لذا براي رسيدن به جواب مسئلة. ستنديكديگر كوپل ه
 ةاولياختلالي كافي است مجموعه معادلات زير را با شرط 

گيري عددي مناسب  انتگرال مناسب و استفاده از يك الگوريتم
  .حل كرد
دو  ةلئ، سرعت و دقت حل مس)31(رابطة بندي  رمولرود ف انتظار مي

 .جسم اختلالي را بهبود بخشد
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  يجانت
مبتني بر  متلبكد ابتدا به منظور محك سرعت حل، زمان اجراي 

مقايسه ) 1( ةگيري مستقيم از معادل اين روش را با روش انتگرال
آورده  )1(مشخصات مداري استفاده شده در جدول . كنيم مي
  .اند شده

  مشخصات مدارها -1جدول

 3مدار 2مدار 1مدار 
 km(  6880 6880 6880(محور اصلي نيم

 0 025/0 0  خروج از مركز
 0 0 55  )درجه(زاويه شيب مداري 
 0 0 0  )درجه(آرگومان حضيضي 

 0 0 0  )درجه(گره صعودي 
 0 0 0  )درجه(آنومالي حقيقي اوليه 

 Epoch(  02 2011 00:00:00.000  10( زمان اوليه

  
هاي اختلالي ناشي از عدم كرويت جسم مركزي  همچنين شتاب

ترم (
2J(گيريم ، پساي اتمسفري و فشار تعشعي خورشيد را در نظر مي .

دور گردش ماهواره به دور زمين، با استفاده  10هر برنامه را براي مدت 
. كنيم با دقت يكسان، اجرا مي 4 ةكوتا گام ثابت مرتب- از الگوريتم رانگ

مگاهرتز  2/3 4يو پي سي  و 3چهار) آر(پنتيوم  افزار مورد استفادهسخت
 منظور به .بوده است XPعامل ويندوز  سيستم با گيگابايت 2حافظة  با

بار اجرا كرده و ميانگين  10يابي به زمان اجرا، هر برنامه را  دست
                                                           

3. Pentium(R) 4  
4. CPU 

ها را براي هر اين زمان. دهيمها را مبناي مقايسه قرار ميزماني آن
  .كنيد ملاحظه مي )2( سه مدار در جدول

  مدار  10زمان اجراي برنامه براي هر دو روش براي  -2جدول 

 3مدار  2مدار   1مدار  

زمان اجراي برنامه مبتني بر 
سازي و تغيير  روش منظم

 )ثانيه(متغير مستقل 
32/85 08/83  61/88  

زمان اجراي برنامه با 
  18/283  59/274  06/271  )ثانيه(گيري مستقيم  انتگرال

جديد براي هر سه مدار، زمان شود كه در روش  ملاحظه مي
اين كاهش زمان، در . يابد اجراي برنامه به يك،سوم كاهش مي

ها كه نيازمند اجراي برنامه براي مدت چند  ارزيابي طول عمر ماهواره
  .سال است، بيشتر قابل درك است

گيري  براي برسي ميزان دقت اين روش، نتايج حاصل از انتگرال
افزار  سازي در نرم براي شبيه. كنيم مقايسه مي STKافزار  را با نتايج نرم

STK ،هاي شكلدر . كنيممي همان عوامل اختلالي فوق را استفاده 
شيب مداري، خروج از مركز و  ةبه ترتيب اختلاف زاوي )3(و  )2(، )1(

و روش ارائه شده در اين مقاله براي  STKمحور اصلي حاصل از نيم
  . سه مدار فوق رسم شده است

  

  
  1 اختلاف زاويه شيب مداري براي مدار - 1شكل 

  
 

 

 

 

 

  2اختلاف خروج از مركز براي مدار  - 2شكل
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  3محور اصلي براي مدار اختلاف نيم - 3شكل

  گيري نتيجه
ر در شكل در اين مقاله روشي ارائه شده است كه در آن با تغيي

استفاده . دو جسم اختلالي بهبود يابد ةلمعادلات، سعي شده حل مسئ
هاي شود تا گامعنوان متغير مستقل موجب مي از آنومالي حقيقي به

زماني در طي حل به صورت تحليلي تغيير كنند و لذا با يك الگوريتم 
مزيت ديگر . له قابل حل استئگيري با گام ثابت نيز مسانتگرال

مستقل، در استفاده از  عنوان متغير استفاده از آنومالي حقيقي به
اي عنوان انتشارگر براي انجام مانور غيرضربه بندي فوق بهصورت

به  ناز آنجا كه به دليل حضور اختلالات، زمان رسيد. شودآشكار مي
نامعلوم است استفاده اوج و حضيض،  ةهاي خاص مثل نقطموقعيت

عيت عنوان ملاك، راه را براي انجام مانورها در موق از زاويه به
كاهش زمان حل اين شكل از معادلات . سازدمناسب فراهم مي

آورد تا با استفاده از حركت نيز در كنار اين مزيت، فرصتي فراهم مي
اين انتشارگر در كامپيوتر پرواز ماهواره، به قابليت خودكار بودن 

  .ماهواره افزوده شود
هاي ها براي تبديل دستگاههمچنين استفاده از كواترنيون

بندي فوق براي تمام مدارها حتي مختصات، موجب شده كه صورت
مدارهاي دايروي و هاي مداري مثل مدارهاي با تكينگي در المان

  .ل استفاده باشداستوايي نيز قاب
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