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In this research, an approximate solution of the required velocity with final velocity 
constraint is derived using linear gravity assumption along the path of current position to 
the final position vectors.  Moreover, an approximate solution for sensitivity matrix of the 
required velocity with respect to the position vector is obtained. The presented solutions 
are given for a predetermined final time. In this case, for the free final position, the 
analytical solution is rather more difficult than its fixed final position counterpart. 
Therefore, three approaches are utilized for approximation of the final position vector. 
Finally, the obtained solutions are compared to exact numerical one for the spherical-
Earth model. 
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عت با فرض شتاب جاذبة خطي بين ر اين تحقيق، حل تقريبي بردار سرعت لازم با قيد بردار سرد
در ادامه، حل تحليلي ماتريس حساسيت بردار سرعت لازم . استموقعيت فعلي و موقعيت نهايي ارائه شده

. استتعيين حاصل شدههاي مذكور به ازاي زمان نهايي از پيشحل. آيددست مي هنسبت به بردار موقعيت ب
تحليلي را نسبت به مسائل با قيد بردار موقعيت نهايي، دشوارتر آزاد بودن موقعيت نهايي در اين مسئله، حل 

هاي در نهايت، حل. استبنابراين، براي محاسبة بردار موقعيت نهايي از سه تقريب استفاده شده. كندمي
  . استدست آمده با حل دقيق براي مدل زمين كروي مقايسه شده هب

  دايت ضمنيسرعت لازم، ماتريس حساسيت، ه: هاي كليدي واژه

   1مقدمه
مفاهيم بردار سرعت لازم و ماتريس حساسيت در كاربردهاي 

اند كه بر حسب كاربرد به ترتيب در فضايي، مفاهيمي شناخته شده
 ،بردار سرعت لازم. دارندهاي هدايت صريح و ضمني كاربرد  روش

اصطلاحاً بردار سرعتي فرضي براي رسيدن فضاپيما به يك دسته 
كه  صورتيدر ؛است) از پيش معلوم(مان نهايي شرايط نهايي در ز

موتور پيشران فضاپيما خاموش بوده، تنها تحت تأثير شتاب جاذبه 
كه شرايط نهايي چه باشد، مسئله متفاوت بر حسب اين. دنكحركت 

مشتق جزئي بردار سرعت لازم نسبت به بردار موقعيت . شودمي
  ].1-6[ شودفضاپيما تحت عنوان ماتريس حساسيت تعريف مي

بردار سرعت لازم و ماتريس حساسيت  ةحل تحليلي مسئل
موجود ] 3[و ] 2[هاي مختلفي از شرايط نهايي در مراجع براي نمونه
لازم براي رسيدن به  بردار سرعت: طور نمونه عبارتند از هاست كه ب

تعيين، بردار سرعت بردار موقعيت نهايي و زاوية مسير نهايي از پيش
_________________________________ 

 استاديار. 1

لازم و ماتريس حساسيت براي رسيدن به مدار بيضي با قطر اطول و 
تعيين، بردار سرعت لازم و ماتريس حساسيت  خروج از مركز از پيش

ن، تعييبراي رسيدن به بردار موقعيت نهايي و قطر اطول از پيش
بردار موقعيت نهايي و زمان (لامبرت  ةبردار سرعت لازم براي مسئل

البته بر حسب .  و ماتريس حساسيت مربوطه) تعيينانتقال از پيش
اين كه شرايط نهايي چه باشد، ممكن است حل صريح وجود نداشته 

همچنين در تعريف بردار سرعت لازم بايد توجه داشت كه . باشد
هايي، ممكن است بردار سرعت لازم قابل براي هر دسته شرايط ن

طور مثال، بردار سرعت لازم براي رسيدن فضاپيما  هب. تعريف نباشد
زمان از پيش معلوم، قابل به بردارهاي موقعيت و سرعت نهايي در 

بردار سرعت لازم براي رسيدن فضاپيما به يك بردار . ستيتعريف ن
دار سرعت لازم با حل مسئلة بر. موقعيت نهايي، قابل تعريف است

قيد بردار موقعيت به ازاي زمان نهايي از پيش معلوم براي مدل 
زمين كروي كه به مسئلة لامبرت مشهور است، منجر به حل صريح 

لذا بر حسب توان محاسباتي پردازشگر فضاپيما ممكن . شودنمي
هاي تقريبي استفاده  هاي تكرارپذير، بازگشتي يا حل است از روش
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هاي متعددي براي حل اهميت موضوع، تاكنون روش بنابر. شود
توان به مراجع است كه بطور نمونه ميمسئلة لامبرت ارائه شده

و ] 12[ لامبرت حداقل انرژي ةاخيراً حل مسئل. دكراشاره ] 11-7[
  .استنيز ارائه شده] 13[صورت كنترل بهينه  هبيان مسئله ب

اي از بردارهاي در يك الگوريتم هدايت ممكن است از مجموعه
الگوريتم هدايت در . سرعت لازم با شرايط پاياني متفاوت استفاده شود

هاي حساسيت مربوطه  از دو بردار سرعت لازم و ماتريس] 14[مرجع 
بردار سرعت لازم اول بر مبناي قيد . كندبراي هدايت ضمني استفاده مي

بردار سرعت بردار موقعيت نهايي و بردار سرعت دوم بر مبناي قيد 
نيز معادلة ديفرانسيل ماتريس حساسيت ] 15[در مرجع . نهايي است

در اين . استدست آمده همذكور براي مسئلة خطي حول مسير مرجع ب
تحقيق، حل تقريبي بردار سرعت لازم با قيد بردار سرعت نهايي در 

با فرض بردار شتاب جاذبة . زمان نهايي از پيش معلوم، مد نظر است
ن موقعيت فضاپيما در زمان فعلي تا موقعيت در زمان نهايي، خطي بي

توان حل صريحي براي بردار سرعت لازم و ماتريس حساسيت آن مي
لامبرت در منابع  ةاستفاده از اين فرض براي حل مسئل. دست آورد هب

موجود است؛ اما حل تحليلي براي بردار سرعت لازم با قيد بردار سرعت 
شود كه نبودن موقعيت نهايي، كمي دشوار مي نهايي به علت معلوم

ذكر اين نكته مفيد است كه براي محاسبة . موضوع تحقيق حاضر است
بردار سرعت لازم با قيد بردار موقعيت نهايي، دو بردار موقعيت در زمان 
حال و زمان نهايي، مشخص است؛ اما براي محاسبة بردار سرعت با قيد 

به . شود عيت نهايي متفاوت ميه موقبردار سرعت نهايي، در هر لحظ
عبارت ديگر، بردار موقعيت نهايي براي اين حالت، بردار موقعيتي است 
  . كه در آن، سرعت نهايي فضاپيما به سرعت نهايي مطلوب رسيده باشد

 بردار سرعت لازم 

مدل  P اي كه به صورت جرم نقطهرا معادلة حركت وسيلة پروازي 
  :نظر بگيريد صورت زير در هاست بشده

)1                                        (                     ( )=r g r   
)بردار موقعيت فضاپيما و rكه در آن )g r  بردار شتاب جاذبه نسبت

)به يك مختصات مرجع اينرسي )Oxyz  با دو بار ). 1شكل (است
 :توان نوشتمي) 1( ةگيري از رابط انتگرال

)2               (          ( ) ( ) ( ( ))
ft

f
t

t t dx x= + òv v g r  
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( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))
f

f go

t

f
t

t t t t

t dx x x

= + +

-ò

r r v

g r
  

زمان باقيمانده تا زمان  gotبردار سرعت فضاپيما و vكه در آن
go(است  ftنهايي ft t t= در حل تحليلي يا  عددي، مدل ). -

اي كه اما نكته. شودشتاب جاذبه بر مبناي دقت مورد نياز انتخاب مي
بايد توجه داشت اين است كه انتخاب اين مدل در حل تحليلي، 

اي گونهلذا مدل جاذبه بايد به. حل مسئله نشودبه  ممكن است منجر
به حل تحليلي  انتخاب شود كه علاوه بر دقت مورد نياز، منجر

هاي مختلفي در منابع استفاده  براي اين منظور، روش. مسئله نيز شود
است؛ مانند تئوري اغتشاشات كوچك و تقريب شتاب جاذبه با شده

توان يك تابع مسير نامي مي در روش دوم، براي يك. تابعي از زمان
دست آورد و سپس بردار  هبرداري بر حسب زمان براي شتاب جاذبه ب

اگر مسير نامي موجود يا قابل . دكرشتاب جاذبه را حول آن خطي 
بسط تيلور بر  .تعريف نباشد، ممكن است از بسط تيلور استفاده شود
استفاده . پذيردمبناي بردار موقعيت و سرعت وسيلة پروازي صورت مي

- از بسطي كه بتواند بر مبناي نقطة اوليه و نهايي توسعه داده شود، مي

ترين ساده. تواند براي تعداد جملات يكسان دقت بهتري ارائه كند
تقريب براي اين مسئله، فرض شتاب جاذبة خطي بين موقعيت زمان 

البته در نهايت، دقت حل مسئله بايد . حال و موقعيت نهايي است
- سازي انجام شده كه اين موضوع در بخش نتايج شبيه ررسي شودب

هايي براي افزايش دقت حل همچنين ممكن است روش. است
لذا با . دكن كاليبرهمنتج را به نوعي  دست آمده، اعمال شود و روابط هب

اين توصيف، با فرض شتاب جاذبة خطي بين موقعيت زمان حال و 
ft(توان نوشت موقعيت نهايي مي tx£ £( :  

)4       (            ( ) ( ) ( )f
f

f f

t t
t t

t t t t

x xx
- -= +
- -

g g g  

)صورت  هها بكه در آن، آرگومان ) ( ( ))t t=g g r نويسي  خلاصه
روابط سرعت و ) 3(و ) 2(در روابط ) 4( ةبا جايگذاري رابط. استشده

  :شودموقعيت نهايي حاصل مي
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  مسئله با قيد بردار سرعت نهايي ةهندس - 1شكل 
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بجاي بردار سرعت نهايي، بردار ) 5( ةكه در رابط صورتيدر
)*سرعت نهايي مطلوب، )ftv جايگذاري شود، سرعت فضاپيما در ،

)*همان بردار سرعت لازمزمان حاضر  )vv شود مي:  

)7          (            * * ( ) ( )
( )

2
f

v f go

t t
t t

é ù+ê ú= - ê úë û

g g
v v  

*عبارت ديگر، بردار سرعت لازمبه
vv بردار سرعتي است كه ،

شتاب جاذبه در زمان نهايي از شود فضاپيما تنها تحت اثر موجب مي
)*به بردار سرعت نهايي مطلوب  ftتعيين پيش )ftv توجه. برسد 

لحظه به ازاي بردار سرعت لازم متناظر با آن، يك  در هرشود كه 
با توجه به اينكه عبارت داخل . آيددست مي هبردار موقعيت نهايي ب

ميانگين شتاب جاذبه در دو نقطة زمان حال و ) 7( ةكروشه در رابط
- يافتهبردار، حالت تعميم اين دو يوزنلذا ميانگين زمان نهايي است، 

توان را مي) 7( ةعبارت ديگر، رابط هب. كنداي را به ذهن متبادر مي
  :صورت زير بازنويسي كرد هب

)8        (            * * ( ) ( )
( )

1
f

v f go

t n t
t t

n

é ù+ê ú= - ê ú+ë û

g g
v v      

اي تعيين گونه هب nضريب وزني است و در نهايت nدر آن كه
شود تا دقت حل مسئله، افزايش يابد و به نوعي براي مي

سيت براي يك كاليبراسيون روابط بردار سرعت لازم و ماتريس حسا
1nكه درصورتي. رودكار مي شرايط نهايي مشخص به باشد،  =

)براي محاسبة. شودمي) 7( ةهمان رابط) 8( ةرابط )ftg نياز به 
در ادامه، با . شودمحاسبه مي بردار موقعيت نهايي است كه بعداً

جايگذاري براي شتاب جاذبه از مدل زمين كروي،
3( ) /rm=-g r rتوان نوشت مي) 8(ة ، در رابط :  

)9    (               * *
3 3

( )
( )

1 ( )
go f

v f
f

t n t
t

n r r t

m é ù
ê ú= + +ê ú+ ê úë û

rrv v  

لازم به ذكر است كه در اينجا از دستگاه مختصات اينرسي 
ECI براي محاسبة. استاستفاده شده( )ftg  يا بردار سرعت لازم
در ادامه، از سه تقريب  .هاي مختلفي استفاده كرد توان از تقريبمي
   :شودف براي اين موضوع استفاده ميمختل
تقريب شتاب جاذبة ثابت از زمان حاضر تا زمان ) الف

  نهايي براي محاسبة سرعت لازم
صورت زير ساده  هب) 8( ةدر اين حالت، بردار سرعت لازم از رابط

  :شودمي
)10            (                          * *( ) ( )v f got t t= -v v g  

توان  مي اخيربراي شتاب جاذبه در رابطة همچنين با جايگذاري 
  :نوشت

)11                         (             * *
3( ) go

v f

t
t

r

m
= +v v r  

براي اين حالت، ديگر نيازي به محاسبة بردار موقعيت نهايي نيست؛ 
چرا كه بردار شتاب جاذبه در زمان نهايي برابر شتاب جاذبه در زمان 

t استفرض شده.  
تقريب شتاب جاذبة ثابت از زمان حاضر تا زمان ) ب

  نهايي براي محاسبة موقعيت نهايي
ار شتاب جاذبه از زمان حاضر تا زمان نهايي ثابت در صورتي كه برد

به صورت ) 3(فرض شود، بردار موقعيت نهايي با استفاده از رابطه 
  :آيدزير حاصل مي

)12         (           21( ) ( ) ( ) ( )
2f go got t t t t t= + +r r v g  

در اينجا منظور، محاسبة بردار موقعيت نهايي فضاپيما در زمان 
نهايي است؛ اگر در زمان حاضر بردار سرعت فضاپيما برابر بردار 

لذا به جاي بردار سرعت در رابطة اخير بايد بردار . سرعت لازم باشد
  : سرعت لازم را قرار داد

)13       (          * 21( ) ( ) ( ) ( )
2f v go got t t t t t= + +r r v g  

به عنوان تقريب ) 10(اين منظور، از رابطة بردار سرعت لازم  براي
در رابطة فوق ) 10( ةبا جايگذاري از رابط. شودنخست استفاده مي

  :توان نوشتمي

)14      (          * 21( ) ( ) ( ) ( )
2f f go got t t t t t= + -r r v g  

حسب بردار موقعيت در رابطة فوق با جايگذاري براي شتاب جاذبه بر
  :توان نوشتمي

)15   (            * 2
3

( )
( ) ( ) ( )

2 ( )f f go go

t
t t t t t

r t

m
= + +

rr r v  

  بنابراين
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در رابطة اخير براي محاسبة بردار موقعيت نهايي از فرض 
با . شتاب جاذبة ثابت مابين زمان حاضر تا زمان نهايي استفاده شد

، بردار )9( ةو همچنين قدرمطلق آن در رابط) 16( ةجايگذاري رابط
  . آيددست مي هسرعت لازم ب
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تقريب شتاب جاذبة خطي با زمان براي محاسبة ) ج
  موقعيت نهايي

شتاب جاذبة خطي با زمان بين بردار شتاب ‹‹در اينجا از تقريب 
استفاده ›› جاذبه براي دو موقعيت مربوط به زمان حال و زمان نهايي

، )8( ةبراي اين منظور و مشابه اعمال ضريب وزني در رابط .شودمي
  :شودصورت زير بازنويسي مي هب) 6( ةابتدا رابط

)17(      
2( ) ( )1( ) ( ) ( )

2 1
f
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t t t t t
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é ù+ê ú= + + ê ú+ë û

g g
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2mكه در آن  حال بجاي بردار سرعت فضاپيما در . است =
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 :شودصورت زير بازنويسي مي هب) 21( ةرابط
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 برقراري نامساويبا فرض 
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شود، معادلة جبري درجة قدرمطلق گرفته ) 23(اگر از طرفين رابطه 
)سومي بر حسب )fr t شودحاصل مي:  

)25       (                  3 2 2( ) ( ) 0f f f gor t br t k tm- - =  
|كه در آن |b = b .،با حل معادلة درجة سوم فوق( )fr t  حاصل

توان با استفاده از روابط حل معادلة جبري درجة سوم مي. شودمي
  :نوشت
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لازم به ذكر است كه معادلة مشخصة معادلة جبري مذكور به 
ftازاي t< مثبت است( 0)D ) 25(جبري بنابراين، معادلة . <

يك جواب حقيقي و دو جواب مزدوج مختلط دارد و براي مسئله 
)پس از محاسبة .تنها جواب حقيقي قابل قبول است مذكور، )fr t ،

) 23( ةسپس با استفاده از رابط. چك شود) 24(بايد نامساوي 
  :توان نوشت مي
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شود كه  به صورت زير نوشته مي) 25(ة رابطة اخير با استفاده از رابط
)براي محاسبة بردار )ftr شوداستفاده مي:  

)30          (                                    ( ) ( ) /f ft r t b=r b  

  ماتريس حساسيت  ةمحاسب
دست آمد براي محاسبة بردار سرعت لازم با  هكه تاكنون بروابطي 

*حال، ماتريس حساسيت . قيد سرعت نهايي بود /v vQ = ¶ ¶v r 
مشتق جزئي نسبت به بردار ) 9( ةاگر از رابط. شودمحاسبه مي

  :توان نوشتموقعيت گرفته شود، مي
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 )33(و ) 32(، روابط )الف( پيوست در بخش) 56( ةاستفاده از رابطبا 
  :شودحاصل مي
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  بنابراين
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)بر حسب اين كه از كدام تخمين براي )ftr  استفاده شود، روابط

تقريب  آيد كه در ادامه به ازاي سهدست مي هتقريبي مختلفي ب
لازم به . شوددست آمده، روابط ماتريس حساسيت استخراج مي هب

بردار موقعيت نهايي  اينكه ذكر است براي مسئلة لامبرت به دليل
دست  همشخص و ثابت است، ماتريس حساسيت بطور مستقيم ب

 ). پيوست ب(آيد مي

تقريب شتاب جاذبة ثابت از زمان حاضر تا زمان ) الف
  محاسبة سرعت لازمنهايي براي 

كه بردار شتاب جاذبه از زمان حال تا زمان نهايي ثابت  درصورتي
استفاده ) 11(ة فرض شود براي محاسبة بردار سرعت لازم از رابط

بنابراين مشتق جزئي بردار سرعت لازم نسبت به موقعيت . شودمي
  :شودبه صورت زير حاصل مي
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  .است دست آمده هب] 15[رابطة اخير با استفاده از روش ديگري در مرجع 

تقريب شتاب جاذبة ثابت از زمان حاضر تا زمان ) ب
  نهايي براي محاسبة موقعيت نهايي

نسبت به بردار موقعيت ) 15(در اين حالت، با مشتق جزئي از رابطه 
  :توان نوشتمي
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ماتريس حساسيت بردار ) 35(با جايگذاري رابطة اخير در رابطه 
  :شودسرعت لازم نسبت به بردار موقعيت نتيجه مي
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با زمان در محاسبة  تقريب شتاب جاذبة خطي) ج
  موقعيت نهايي

نسبت به بردار موقعيت ) 21(ق جزئي رابطه در اين حالت بايد مشت
  :محاسبه شود
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  :توان نوشتميفوق در رابطة ) 33(و ) 32(با جايگذاري از روابط 
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)حال از رابطة اخير بايد عبارت  )/ft¶ ¶r r دست آورد هرا ب:  
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است كه در محدودة مورد نظر، با اين فرض نوشته شدهفوق رابطة 
با استفاده از  .ماتريس معكوس ظاهر شده در آن، وجود داشته باشد

  . را ساده كرد) 41(توان رابطه رابطة زير براي معكوس ماتريس مي
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  :شودبه صورت زير بازنويسي مي) 33( ةبنابراين رابط
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ماتريس حساسيت به  ة، رابط)35( ةبا جايگذاري رابطة اخير در رابط
  :شودصورت زير نوشته مي
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  :شوددر نتيجه، رابطة ماتريس حساسيت به صورت زير ساده مي
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  : روش دوم

  :توان نوشتمي) 23( ةبا استفاده از رابط
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 )50       (                         
* *

3( )
1

( )
1

go
v f

f

f go

t
t

n r

tn

n k t

m æ ö÷ç= + ÷ç ÷è ø+
é ù-ê ú+ ê ú+ ê úë û

rv v

r b
  

لازم ديگر البته اين حذف بدين معنا نيست كه براي محاسبة سرعت 
)نيازي به محاسبة )fr t در رابطة ) 22(ة با جايگذاري رابط. نيست

  :توان نوشتسازي عبارات آن مياخير و مرتب
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به محاسبة ماتريس حساسيت بايد از رابطة فوق نسبت  منظور به
   :بردار موقعيت، مشتق جزئي گرفت
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)و جايگذاري براي ) 46(حال با استفاده از رابطه  )/ft¶ ¶r r 
  :توان نوشت مي
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محاسبه توان مي) 53(و ) 48(بنابراين ماتريس حساسيت را از روابط 
 . كرد

  سازينتايج شبيه

دست آمده براي بردار سرعت  دقت روابط تقريبي بهدر اين بخش، 
لازم و ماتريس حساسيت با مقادير حل عددي كه با استفاده از 

 سازي پرواز براي مدل جاذبة زمين كرويمعادلات غيرخطي شبيه
در ابتدا، سرعت لازم براي . شوداست، مقايسه ميدست آمده به

(0)فضاپيما در بردار موقعيت اولية [0 0 ]TeR=r  با قيد بردار
)*سرعت نهايي ) [2000 3000 500]Tft =v  براساس سه
منتج از (محاسبه و با حل دقيق ) 30(و ) 16(، )11(رابطة تقريبي 

سازي پرواز با فرض مدل جاذبة زمين معادلات غيرخطي شبيه
اين براي ). شعاع زمين است eR(شود مقايسه مي )كروي
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هاي سرعت لازم و مقادير منتج از حلبردار منظور، مقادير 
و  150، 60تقريبي براي سه مقدار مختلف زمان نهايي شامل 

، نتايج )1(در جدول . استآمده )1- 3( هاي  جدولثانيه در  300
دهد است كه نشان ميثانيه درج شده 60به ازاي زمان نهايي 

مقادير سرعت لازم حاصل از دو روش تقريبي بر مبناي روابط 
 )2( هاي ؛ اما با مشاهدة جدولددقت نسبي خوبي دار) 30(و ) 16(

هاي  توان گفت كه با افزايش زمان نهايي از دقت روشمي )3(و 
هاي تقريبي بردار سرعت كه حل طوري هب شود؛مذكور كاسته مي

البته از . انيه قابل قبول نيستث 300لازم براي زمان نهايي 
توان به عنوان حدس اول در روابط هاي تقريبي مذكور مي حل

د كه باعث تكرار كمتر كرتكرارپذير بردار سرعت لازم استفاده 
 )3( و )2( هاي طوركه از جدول همان. شودحلقة محاسبات مي

و ) 16(هاي تقريبي بر مبناي روابط مشخص است، دقت روش
متفاوت است و ممكن است به zو x،yسه مولفةبراي ) 30(

نظر قطعي توان اظهاريي وابسته باشد و نميشرايط اوليه و نها
اما براي يك مسئلة خاص، ممكن است محاسبة سرعت  ؛دكر

و براي مؤلفة) 30(و ) 9(از روابط  yو xلازم براي دو مؤلفة 
z  لزوماً  كه ذكر است شايان. دكراستفاده ) 16(و ) 9(از روابط

دقت نامطلوب براي بردار سرعت لازم به معناي دقت نامطلوب 
ست؛ چرا كه در محاسبة براي ماتريس حساسيت منتج از آن ني

. ماتريس حساسيت، ميزان حساسيت به بردار موقعيت مهم است
توان دقت روابط تقريبي را  مي mو  nالبته با تنظيم ضرايب 

كه هدف از اين تحقيق، حل بهبود بخشيد؛ اما با توجه به اين
، اين موضوع براي ماتريس استتقريبي ماتريس حساسيت 

هاي  در ادامه، دقت محاسبة روش. استحساسيت بررسي شده
  .  شودحل تقريبي ماتريس حساسيت بررسي مي

مقايسة دقت روابط تقريبي بردار سرعت لازم به ازاي زمان نهايي  - 1جدول 
 ثانيه  60

  )m/s(هاي بردار سرعت لازم مؤلفه  روش محاسبه

)0/2000   0/3000  0/1092(  )11( ةرابط  

  )5/2005   2/3008  1/1087(  )16(و ) 9(روابط 

  )5/2005   2/3008  1/1087(  )30(و ) 9(روابط 

  )5/2005    3/3008   7/1086(  مقدار دقيق

مقايسة دقت روابط تقريبي بردار سرعت لازم به ازاي زمان نهايي  -2جدول 
 ثانيه  150

 )m/s(هاي بردار سرعت لازم مؤلفه  روش محاسبه  
)0/2000   0/3000  0/1980(  )11( ةرابط
  )1/2031   6/3047  4/1931(  )16(و ) 9(روابط 
  )1/2032   2/3048  3/1932(  )30(و ) 9(روابط 

  )0/2033   5/3049   2/1926(  مقدار دقيق

مقايسة دقت روابط تقريبي بردار سرعت لازم به ازاي زمان نهايي  -3جدول 
 ثانيه  300

 )m/s(هاي بردار سرعت لازم مؤلفه  روش محاسبه  
)0/2000   0/3000  0/3460(  )11( ةرابط
  )1/2103   6/3154  2/3174(  )16(و ) 9(روابط 
  )0/2109   5/3163  1/3189(  )30(و ) 9(روابط 

  )7/2118    1/3178   6/3142(  مقدار دقيق
  

در ] 15[حال فرض كنيد كه مسير فضاپيما مطابق مرجع 
  :صورت زير منظور شود هصفحة قائم ب

)54     (                          2cos( / 3) 4.73ex R tp= +  
)55      (                         2sin( / 3) 8.87ez R tp= +  

از سه  براي مسير مذكورنمودار عناصر ماتريس حساسيت  
 )3(و  )2(هاي در شكل) 48(و ) 38(، )36(روش تقريبي با روابط 

ها، دواير توخالي نمايانگر حل در اين شكل. استنمايش داده شده
سازي پرواز معادلات غيرخطي شبيه از با استفاده) حل دقيق(عددي 

نقطه شده با خطنمودار مشخص. ستبراي مدل جاذبة زمين كروي ا
توپر به ترتيب چين و خطو نمودارهاي خط) 36(با استفاده از رابطه 

 )2( طوركه در شكل همان. است) 48(و ) 38(دهندة روابط نشان
به ازاي زمان ) 48(و ) 38(هاي تقريبي شود، نتايج حلمشاهده مي

هاي تقريبي و حل نتايج حل. مشابه است) تقريباً(ثانيه  150نهايي 
 )3(ثانيه در شكل  300به ازاي زمان نهايي ) حل عددي(دقيق 

رفت با افزايش زمان طوركه انتظار مي همان. استنمايش داده شده
هاي همچنين تفاوت حل. يابدنهايي، دقت روابط تقريبي كاهش مي

نكتة حائز اهميت اين است . شودنيز نمايان مي) 48(و ) 38(تقريبي 
وابسته به شرايط مسئله است ) 48(و ) 38(ايسة روابط تقريبي كه مق
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كه كدام عنصر ماتريس حساسيت و در بعضي شرايط و برحسب اين
نكتة دوم اين است كه . باشد، ممكن است تقريب بهتر، متفاوت باشد

بط تقريبي را براي توان دقت روامي mو  nبا تنظيم ضرايب 
يا مسير نامي مشخصي افزايش داد و به نوعي اين  اي خاصمسئله

در  nتنها با تغيير  )4(اين موضوع در شكل . روابط را كاليبره كرد
توپر در اين شكل، نمودارهاي خط. استنشان داده شده) 48( ةرابط

1.7nبه ازاي 1.1nچين به ازايو نمودارهاي خط = = 
شود، انتخاب مشاهده مي )4(طوركه از شكل  همان. استترسيم شده
1.1n 1.7nو انتخاب 11vQ براي عنصر = براي عناصر  =
12vQ،21vQ 22 وvQ به عبارت . شودمنجربه دقت بهتري مي

1.1nبا انتخاب 11vQديگر، عنصر و  12vQ،21vQو عناصر =
22vQ 1.7با انتخابn طوركه مشاهده  همان. استكاليبره شده =
براي عناصر مختلف ) mو يا ( nلزومي به انتخاب يكسان  ،شد

در اينجا تنها كاليبراسيون با تنظيم ضريب . ماتريس حساسيت نيست
n البته با استفاده از تنظيم دو ضريب . انجام شدn  وm توان مي

 . كردتر، دست پيدا  هاي نهايي بزرگبه دقت بهتري براي زمان

  گيرينتيجه
در اين مقاله، روابطي براي حل تقريبي بردار سرعت لازم با قيد بردار 

شتاب جاذبة خطي بين بردار موقعيت فعلي و «نهايي با فرضسرعت 
از حل . استبراي مدل زمين كروي ارائه شده» بردار موقعيت نهايي

توان به عنوان حدس اول در روابط تقريبي بردار سرعت لازم مي
تكرارپذير بردار سرعت لازم استفاده كرد كه باعث تكرار كمتر حلقة 

ان ذكر است، ارائة حل تحليلي تقريبي البته شاي. شودمحاسبات مي
در مدت زمان از (سرعت نهايي  بردار سرعت لازم با قيد بردار

با فرض شتاب جاذبة خطي به آن معنا نيست كه حل ) تعيين پيش
تر يا كاملي براي بردار سرعت لازم يا ماتريس حساسيت  تحليلي دقيق

  . براي مسئلة مذكور قابل دستيابي نيست
حساسيت بردار سرعت لازم  تحليلي ماتريس حل، در ادامه

هاي تقريبي مذكور به حل. دست آمد نسبت به بردار موقعيت نيز به
آزاد بودن موقعيت . استتعيين نتيجه شدهازاي زمان نهايي از پيش

نهايي در اين مسئله، حل تحليلي را نسبت به مسائل با قيد بردار 
اين، براي محاسبة بردار بنابر. كندموقعيت نهايي، دشوارتر مي

با افزايش زمان . است موقعيت نهايي از سه تقريب استفاده شده
البته با . يابددست آمده، كاهش مي نهايي، دقت روابط تقريبي به

تنظيم ضرايب ثابت ماتريس حساسيت يا با افزودن ضرايب متغير با 
ير اي خاص يا مستوان دقت روابط تقريبي را براي مسئلهزمان، مي

. نامي مشخصي افزايش داد و به نوعي اين روابط را كاليبره كرد
تواند توسط همچنين، خطاي باقيمانده در ماتريس حساسيت مي

اي بر حسب زمان براي يك مسير نامي مشخص  ضرايب چند جمله
  .  سازي شود مدل

  
  )الف

  
  )ب

  
  )ج

براي سه  ثانيه 150عناصر ماتريس حساسيت به ازاي زمان نهايي  - 2شكل 
چين صورت خط هب) 38( ةنقطه، رابطصورت خط هب) 36( ةروش تقريبي شامل رابط

 .صورت دواير توخالي هتوپر و حل دقيق ببصورت خط) 48( ةو رابط

0 50 100 150
0

1

2

3

4

5

6x 10
-5

time (s)

Q
v1

1 (
s-1

)

0 50 100 150

-3

-2

-1

0x 10
-4

time (s)

Q
v1

2 &
 Q

v2
1 (s

-1
)

0 50 100 150
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0x 10
-4

time (s)

Q
v2

2 (s
-1

)



  

  
  
 

  علوم و فناوري فضاييپژوهشي  - علمي ةفصلنام حل تقريبي ماتريس حساسيت با قيد بردار سرعت براي شتاب جاذبة خطي با زمان
79 / 1390پاييز و زمستان  /4و  3 ةشمار/ 4 جلد

  
  )الف

  
  )ب

  
  )ج

ثانيه براي سه  300عناصر ماتريس حساسيت به ازاي زمان نهايي  - 3شكل 
چين صورت خط هب) 38( ةنقطه، رابطصورت خط هب) 36( ةروش تقريبي شامل رابط

  صورت دواير توخالي هب دقيقتوپر و حل صورت خط هب) 48( ةو رابط

  
  )الف

  
  )ب

  
  )ج

 ةثانيه براي رابط 300عناصر ماتريس حساسيت به ازاي زمان نهايي   - 4شكل 
1.7nبه ازاي) 48( 1.1n، به ازاي)توپربصورت خط( = صورت  هب( =

   صورت دواير توخالي هو حل دقيق ب) چين خط
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  روابط مشتقات برداري   -الف پيوست
  :   آيددست مي هزير ب ة، اثبات رابطپيوستدر اين 

)56            (                 
3 3

1 3 T
f fI

f f

æ ö¶ ¶÷ç é ù= -÷ç ÷ ë û÷ç¶ ¶è ø
f fu u

r r
  

|تابعي برداري از بردار موقعيت فضاپيما،  fكه در آن، |f = f  و
/f f=u f است  .  

  :شودمحاسبه مي xابتدا مشتق جزئي نسبت به

)57        (                  
3 3 3

3 4

3

1 1

1 3

1 3

x f f x x f

f

f x f x

f

f x f x

æ ö æ öæ ö¶ ¶ ¶÷ ÷ç ç÷ç= +÷ ÷ç ÷ çç÷ ÷÷çç ç÷ ÷è ø¶ ¶ ¶è ø è ø
æ ö¶ ¶÷ç= -÷ç ÷çè ø¶ ¶
é ùæ ö¶ ¶ ÷çê ú= - ÷ç ÷çê úè ø¶ ¶ë û

f f f

f f

f f

  

/3بنابراين، مشتق جزئي عبارت ff  نسبت به بردار موقعيتr 
  :آيددست مي هصورت زير ب هب

)58      (                   
3 3

1 3 T
f

f f f

é ùæ ö æ ö¶ ¶ ¶÷ç ÷ê úç= -÷ ÷ç ç÷ ÷çê ú÷ç è ø¶ ¶ ¶è ø ë û

f f f
r r r

كه در آن مشتق جزئي يك تابع اسكالر نسبت به يك بردار، 
  :شودصورت برداري نمايش داده مي هب

)59    (                                      
T

f f f f

x y z

æ ö¶ ¶ ¶ ¶ ÷ç= ÷ç ÷÷ç¶ ¶ ¶ ¶è ør
  

  توان نشان داد كهاز طرف ديگر، مي
)60(                                                   1 T

f

f

æ ö¶ ¶ ÷ç= ÷ç ÷çè ø¶ ¶
f f

r r
  

  :توان نوشتمي) 58(با جايگذاري رابطة اخير در رابطه 

)61                (           
3 3 2

31
T

f f f

é ùæ ö æ ö¶ ¶ ¶ê ú÷ç ÷ç= -÷ ÷ç çê ú÷ ÷ç÷ç è ø¶ ¶ ¶è ø ê úë û

f ff f f
r r r

  

f/رابطة فوق با تعريف بردار يكة f=u f 56( ةصورت رابط هب (
  .شودنتيجه مي

بردار ماتريس حساسيت با قيد  -بپيوست 
  موقعيت نهايي  

 هايشتاب جاذبة خطي با زمان بين بردار«، با تقريب پيوستدر اين 
، »شتاب جاذبه براي دو موقعيت مربوط به زمان حال و زمان نهايي

دست  هبردار سرعت لازم و ماتريس حساسيت براي مسئلة لامبرت ب
 Trبه بردار موقعيت نهاييبردار سرعت لازم براي رسيدن . آيدمي

pكه با ftدر زمان نهايي
*v است، با استفاده از نمايش داده شده

  :شودصورت زير نوشته مي هب) 17( ةرابط

)62(       ( ) ( )( ) 1
2 1

fT
p go

go

m t tt
t

t m
*

é ù+- ê ú= - ê ú+ë û

g gr rv  

- با جايگذاري براي بردار شتاب جاذبه با فرض مدل زمين كروي مي

  :توان نوشت
)63(

3 3

( ) ( )
2( 1) ( )

T T
p go

go T

t m t
t

t m r t r

m*
é ù- ê ú= + +ê ú+ ë û

r r r rv  

2mرابطة اخير به ازاي با استفاده از روش ديگري در  =
با توجه به اين كه بردار موقعيت نهايي . استدست آمده هب] 2[مرجع 

در مسئلة لامبرت معلوم و همچنين ثابت است، ماتريس حساسيت 
  : آيددست مي هبه طور مستقيم ب

)64(   
*
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2( 1) ( )
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