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In this paper, implicit guidance equations are derived in polar coordinates. 
Depending on applications, implicit guidance equations in polar coordinates may be 
preferred over cartesian coordinates. Moreover, depending on the type of guidance 
problem, analytical solutions for sensitivity matrices may be simplified using polar 
coordinates. Therefore, transformation of implicit guidance equation into polar 
coordinates can be useful in guidance problems. In addition, the resulting equations are 
extended to cylindrical coordinates.  
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بر حسب كاربرد، ممكن است . استدر اين تحقيق، معادلات هدايت ضمني در مختصات قطبي استخراج شده
. شود استفاده از هدايت ضمني در مختصات قطبي بر معادلات هدايت ضمني در مختصات دكارتي ترجيح داده

ن بر حسب نوع مسئله، ممكن است استخراج روابط تحليلي براي ماتريس حساسيت با استفاده از همچني
تر باشد؛ لذا استخراج اين روابط در مختصات قطبي و تبديل روابط به مختصات دكارتي  ن  مختصات قطبي آسا

  .استاي تعميم داده شدهدر ادامه نيز نتايج حل به مختصات استوانه. تواند مفيد باشدمي

  هدايت ضمني، سرعت لازم، ماتريس حساسيت: هاي كليديواژه

  1علائم و اختصارات

  مقدمه
قوانين هدايت مبتني بر بردار سرعت لازم در كاربردهاي فضايي به 

در هدايت صريح، . شوددو دستة هدايت صريح و ضمني تقسيم مي
_________________________________ 

  استاديار.  1

شود؛ اما در هدايت طور صريح محاسبه مي بردار سرعت لازم به
از طريق  ضمني، اختلاف بردار سرعت فضاپيما از بردار سرعت لازم

در ابتدا، به علت بار . شودمعادلة ديفرانسيل برداري حاصل مي
است؛ محاسباتي هدايت صريح، روش هدايت ضمني مورد توجه بوده

هاي صريح گسترش  هاي سريع، روشاما با ظهور ريزپردازنده
بنابر استفاده از سيستم ناوبري اينرسي با صفحة . اندروزافزوني يافته
هاي متصل به بدنه، از معادلة هدايت ضمني در ساسهپايدار يا با ح

   .]1- 6[شود مختصات اينرسي يا مختصات بدني استفاده مي
مفاهيم بردار سرعت لازم و ماتريس حساسيت در كاربردهاي 

بردار سرعت لازم اصطلاحاً بردار . اندفضايي، مفاهيمي شناخته شده
ايط نهايي در سرعتي فرضي براي رسيدن فضاپيما به يك دسته شر

كه موتور پيشران فضاپيما  زمان نهايي از پيش معلوم است، درصورتي
بر حسب . خاموش بوده و تنها تحت تأثير شتاب جاذبه حركت كند

مشتق جزئي . شوداين كه شرايط نهايي چه باشد، مسئله متفاوت مي
بردار سرعت لازم نسبت به بردار موقعيت فضاپيما تحت عنوان 

از ابتداي توسعة هدايت . ]5[شود ت تعريف ميماتريس حساسي
طور نمونه  است كه بهضمني تاكنون تحقيقات زيادي انجام شده

  .اشاره كرد ]7-14[توان به مراجع مي
حل تحليلي مسئلة بردار سرعت لازم و ماتريس حساسيت 

موجود است كه  ]5[و  ]4[براي شرايط نهايي مختلفي در مراجع 
بردار سرعت لازم براي رسيدن به بردار : طور نمونه عبارتند از به

  اي شتاب غيرجاذبهبردار 
Ta  

  C  ماتريس تبديل مختصات

,  اي بردارهاي يكه مختصات استوانه ,r ke e e  

   g  بردار شتاب جاذبه

,  بردارهاي يكه دستگاه مختصات دكارتي  ,i j k  

  Q  ماتريس حساسيت

  شعاع زمين 
eR  

  r  بردار موقعيت

r,  مختصات دستگاه قطبي    

  t  زمان 

  v  بردار سرعت

  RV  بردار سرعت لازم

rV,  هاي سرعت در دستگاه قطبي مؤلفه V   

,  مختصات دستگاه دكارتي ,x y z    
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تعيين، بردار سرعت لازم موقعيت نهايي و زاوية مسير نهايي از پيش
و ماتريس حساسيت براي رسيدن به مدار بيضي با قطر اطول و 

تعيين، بردار سرعت لازم و ماتريس حساسيت خروج از مركز از پيش
تعيين، سيدن به بردار موقعيت نهايي و قطر اطول از پيشبراي ر

بردار موقعيت نهايي و زمان (بردار سرعت لازم براي مسئلة لامبرت 
البته بر حسب .  و ماتريس حساسيت مربوطه) تعيينانتقال از پيش

اين كه شرايط نهايي چه باشد، ممكن است حل صريح وجود نداشته 
زم با قيد بردار موقعيت به ازاي حل مسئلة بردار سرعت لا. باشد

زمان نهايي از پيش معلوم براي مدل زمين كروي كه به مسئلة 
بنابراين، بر . شودلامبرت مشهور است، منجر به حل صريح نمي

هاي  حسب توان محاسباتي پردازشگر فضاپيما ممكن است از روش
يت بنابر اهم. هاي تقريبي استفاده شود تكرارپذير، بازگشتي يا حل

هاي متعددي براي حل مسئلة لامبرت ارائه  موضوع، تاكنون روش
. اشاره كرد] 15- 19[توان به مراجع طور نمونه مي است كه بهشده

صورت  و بيان مسئله به ]20[اخيراً حل مسئلة لامبرت حداقل انرژي 
  .استنيز ارائه شده ]21[كنترل بهينه 

اده از روابط تحليلي هاي سريع، امكان استفبا ظهور ريزپردازنده
پذير  براي ماتريس حساسيت بر حسب بردار موقعيت فضاپيما امكان

با توجه به اينكه اكثر روابط ديناميك مدار بر حسب . استشده
شود، استخراج روابط تحليلي براي بردار مختصات قطبي بيان مي

تر به نظر  سرعت لازم و ماتريس حساسيت در مختصات قطبي آسان
لذا در اين تحقيق، روابط تبديل ماتريس حساسيت از . آيدمي

مختصات . دست آمده است مختصات قطبي به مختصات اينرسي به
با فرض قطع نيروي (قطبي مذكور در صفحة حركت فضاپيما 

راحتي قابل تعميم به  معادلات منتج به. شودتعريف مي) پيشران
ادلات شايان ذكر است كه اگرچه مع. اي استمختصات استوانه

تبديل هدايت ضمني در دستگاه بدني در منابع موجود است، اما 
در آن در مختصات اينرسي انجام محاسبة ماتريس حساسيت 

صورتي كه در مقالة حاضر با فرض موجود بودن ماتريس شود؛ در مي
حساسيت در مختصات قطبي، روابط تبديل آن براي انتقال به 

  . استدست آمده مختصات اينرسي به

 دايت ضمني  ه

است مدل شدهP اي صورت جرم نقطه معادلة حركت فضاپيما كه به
  :صورت زير در نظر بگيريد را در صفحة قائم به

)1      (                                               ( ) T

d

dt
= +v g r a   

به ترتيب بردار موقعيت و سرعت فضاپيما در  vو  rكه در آن 
)و  tزمان  )g r بردار شتاب جاذبه وTa  بردار شتاب ناشي از

بردارهاي مذكور نسبت به مختصات . اي استنيروهاي غيرجاذبه
)مرجع اينرسي )Oxy  كه مركز آن منطبق بر مركز زمين فرض

بردار سرعت لازم، بردار سرعتي است . استاست، نوشته شدهشده
كه در هر لحظه، تابع بردار موقعيت و زمان بوده و براي رسيدن به 

نها تحت اثر شتاب جاذبه تعريف يك شرايط نهايي مفروض و ت
)شود و با  مي , )R tV r شودنمايش داده مي  .  

در اينجا معادلة هدايت ضمني در مختصات قطبي استخراج 
gبا تعريف . شودمي R= -V V v توان  گيري از آن ميو مشتق

  :]5[نوشت 
)2   (                                      ( )g R

T

d d

dt dt
= - +

V V g a  

  :شودان مشتق گرفته ميسپس از بردار سرعت لازم نسبت به زم

)3                             (R R R Rd
r

dt r t
q

q
¶ ¶ ¶= + +
¶ ¶ ¶

V V V V  

  يا

)4                          (R R R R
r

d
v v

dt r r tqq
¶ ¶ ¶= + +
¶ ¶ ¶

V V V V  

rvكه در آن  r=   وv rq q=  هاي سرعت فضاپيما در مؤلفه
  .مختصات قطبي است

)هر نقطه در موقعيت حال براي )tr و زمانt يك مسير ،
مرجع از اين نقطه كه شرايط نهايي را ارضاء كند، در نظر گرفته 

در نتيجه بردار سرعت اين نقطه همان بردار سرعت لازم . شودمي
  بنابراين، . شودبوده و مشتق آن بردار شتاب جاذبه مي

)5  (
ref ref

ref ref ref ref

( ) R R R R
r

d
v v

dt r r tqq
¶ ¶ ¶= = + +
¶ ¶ ¶

V V V Vg r  

توان نتيجه گرفت كه با توجه به توضيحات فوق مي
refr Rrv V=  و

ref Rv Vq q= . با توجه به اينكه بردار سرعت
 tو همچنين زمان  tلازم تنها تابعي از بردار موقعيت در زمان 

نيز ) نسبت به زمان يا موقعيت(است؛ بنابراين، مشتق جزئي آن 
از طرف ديگر چون اين . هاست حداكثر تابعي از همين كميت

مشتقات جزئي تنها تابعي از زمان و موقعيت هستند، اگر براي دو يا 
چند نقطه بر روي مسيرهاي متفاوت، زمان و بردار موقعيت آنها 

 در. شود سان باشد، اين مشتقات جزئي براي اين نقاط برابر مييك
  :  نتيجه

)6                     (          
ref

( ( ), ) ( ( ), )R Rt t t t

t t

¶ ¶=
¶ ¶

V r V r  

)7                               (
ref

( ( ), ) ( ( ), )R Rt t t t

r r

¶ ¶=
¶ ¶

V r V r  
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)8                               (
ref

( ( ), ) ( ( ), )R Rt t t t

q q
¶ ¶=
¶ ¶

V r V r  

  :شودصورت زير تبديل مي به) 5(رابطة لذا 

)9                       (( ) R R R
Rr RV V

r r tqq
¶ ¶ ¶= + +
¶ ¶ ¶
V V Vg r  

سازي عبارات آن و مرتب) 2(در رابطة ) 9(و ) 4(با جايگذاري روابط 
  :توان نوشتمي

)10   (( ) ( )g R R
Rr r R T

d
V v V v

dt r r q qq
¶ ¶=- - - - -
¶ ¶

V V V a  

هاي مؤلفهبا توجه به اينكه عبارات داخل پرانتز در رابطة فوق همان 
عبارت ديگر  در مختصات قطبي است؛ به gVبردار 

gr Rr rV V v= gو  - RV V vq q q= ) 10(، بنابراين، رابطة -
  :شودصورت زير مرتب مي به
)11                       (g R R

gr g T

d
V V

dt r r qq
¶ ¶=- - -
¶ ¶

V V V a  

مشتقات جزئي بردار سرعت لازم و در ادامه، بايد عبارات 
. دست آورد نسبت به زمان در رابطة اخير را به gVمشتق بردار
هاي خود در مختصات حسب مؤلفهكه بردار سرعت لازم بر درصورتي

Rr,(قطبي  RV V q ( نوشته شود، با استفاده از روابط)52(و ) 51 (
  :ط زير را استخراج كردتوان رواب مي

)12  (                               R Rr R
r

V V

r r r
q
q

¶ ¶ ¶= +
¶ ¶ ¶
V e e  

)13(            R Rr R
R r Rr

V V
V Vq
q qq q q

æ ö æ ö¶ ¶ ¶÷ ÷ç ç= - + +÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø¶ ¶ ¶
V e e  

gr,(هاي آن در مختصات قطبي را برحسب مؤلفهgVحال بردار gV V q( 
rبنويسيد و با استفاده از روابط  qq=e e وrq q= -e e از آن ،

  : نسبت به زمان مشتق بگيريد
)14      (                                        g gr r gV V q q= +V e e   
)15  (                  ( ) ( )g gr g r g grV V V Vq q qq q= - + +V e e       

توان  مي) 11(در رابطة ) 15(و ) 13(، )12(جايگذاري روابط با 
  :نوشت

)16 (Rr Rr R
gr g gr g g Tr

V V V
V V V V V a

r r r
q

q q qq
q

¶ ¶- =- - + -
¶ ¶

   

)17 (R R Rr
g gr gr g g T

V V V
V V V V V a

r r r
q q

q q q qq
q

¶ ¶+ =- - - -
¶ ¶

   

  :است )19(يا ) 18(رابطة صورت  كه نمايش ماتريسي آنها به

)18( 
Rr Rr Rgr g gr Tr

R R Rr
Tgg gr

V V VV V V a
r r r
V V V aVV V r r r

qq

q q
qqq

q
q

q q

é ù é ù¶ ¶ é ù- é ùê ú ê ú- ê ú ê úê ú ê ú¶ ¶ ê ú ê ú= - -ê ú ê ú ê ú ê ú¶ ¶ê ú ê ú ê ú ê ú+ê ú ê ú+ ê ú ë ûë ûê úê ú ¶ ¶ë ûë û

 

 
  

  يا 

)19(
Rr Rr Rgr gr Tr

R R Rr
Tgg

V V VV V a
r r r

V V V aVV r r r

q

q q
qqq

q
q

q
q

é ù é ù¶ ¶ é ù é ùê ú ê ú- - ê ú ê úê ú ê ú¶ ¶ ê ú ê ú= - -ê ú ê ú ê ú ê ú¶ ¶ê ú ê ú ê ú ê ú+ +ê ú ê ú ê ú ë ûë ûê úê ú ¶ ¶ë ûë û

 


  

 

 روابط تبديل ماتريس حساسيت 

با توجه به اينكه بر حسب نوع مسئله، ممكن است استخراج بردار 
تر باشد؛ بنابراين، براي استفاده  سرعت لازم در مختصات قطبي آسان

از آن در معادلة هدايت ضمني در مختصات دكارتي، نياز به روابط 
ا فرض بنابراين، در اينجا ب. تبديل براي ماتريس حساسيت است

موجود بودن مشتقات جزئي بردار سرعت در مختصات قطبي، 
استخراج . شودماتريس حساسيت در مختصات دكارتي استخراج مي

و ) 66(با استفاده از روابط . روابط كلي در پيوست الف موجود است
  :توان نوشتمي) 67(

)20                        (   cos sinR R R

x r r
q q

q
¶ ¶ ¶= -
¶ ¶ ¶
V V V  

)21   (                        sin cosR R R

y r r
q q

q
¶ ¶ ¶= +
¶ ¶ ¶
V V V  

روابط زير استخراج ) 71(تا ) 68(همچنين با استفاده از روابط 
  :شود مي

)22  (
2

2

sin coscos

sinsin cos

Rx Rr Rr
R

R R
Rr

V V V
V

x r r

V V
V

r r

q

q q

q qq
q

qq q
q

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç= - - ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶
æ ö¶ ¶ ÷ç- + + ÷ç ÷çè ø¶ ¶

  

)23   (
2

2

sinsin cos

sin coscos

Ry Rr Rr
R

R R
Rr

V V V
V

x r r

V V
V

r r

q

q q

qq q
q

q qq
q

¶ æ ö¶ ¶ ÷ç= - - ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶
æ ö¶ ¶ ÷ç+ - + ÷ç ÷çè ø¶ ¶

  

)24  (
2

2

cossin cos

sin cossin

Rx Rr Rr
R

R R
Rr

V V V
V

y r r

V V
V

r r

q

q q

qq q
q

q qq
q

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç= + - ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶
æ ö¶ ¶ ÷ç- - + ÷ç ÷çè ø¶ ¶
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)25  (
2

2

sin cossin

cossin cos

Ry Rr Rr
R

R R
Rr

V V V
V

y r r

V V
V

r r

q

q q

q qq
q

qq q
q

¶ æ ö¶ ¶ ÷ç= + - ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶
æ ö¶ ¶ ÷ç+ + + ÷ç ÷çè ø¶ ¶

  

  :دهدحساسيت را تشكيل مي رابطة اخير، عناصر ماتريسچهار 

)26                                       (
Rx Rx

Oxy
Ry Ry

V V

x y
Q

V V

x y

é ù¶ ¶ê ú
ê ú¶ ¶ê ú= ê ú¶ ¶ê ú
ê ú¶ ¶ë û

  

  :شودصورت زير نوشته مي جمع دو عنصر روي قطر اصلي به

)27           (1RyRx Rr R
Rr

VV V V
V

x y r r
q

q
¶ æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç+ = + + ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶ ¶

  

  :صورت زير است همچنين تفاضل دو عنصر ديگر به

)28(            1Ry Rx R Rr
R

V V V V
V

x y r r
q

qq
¶ æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç- = - - ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶ ¶

  

  :صورت زير نيز قابل نمايش است به) 25(تا ) 22(روابط 

)29          (( ) ( )

Rr Rr R

T
Oxy p p

R R Rr

V V V

r r rQ C C
V V V

r r r

q

q q

qq q

q

é ù¶ ¶ê ú-
ê ú¶ ¶= ê ú¶ ¶ê ú+ê úê ú¶ ¶ë û

  

)كه تعريف ماتريس تبديل مختصات  )pC q  آمده) 74(در رابطة 
  .است

در مختصات ) 29(، رابطة تبديل )84(با توجه به رابطة 
  :شودصورت زير اصلاح مي اي بهاستوانه

)30 (( ) ( )

Rr Rr R Rz

T R R Rr R
Oxyz
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V V V V
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)كه در آن ماتريس تبديل مختصات  )C q  استآمده) 85(در رابطة .
شايان ذكر است كه مختصات قطبي در صفحة حركت فضاپيما 

در تعميم معادلات در مختصات  .استمنظور شده) Oxyصفحة(
اي اي نيز محور سوم در مختصات استوانهقطبي به مختصات استوانه

عمود بر صفحة حركت و منطبق بر محور سوم مختصات ) zمحور(
  .استمنظور شده) zمحور(دكارتي 

 روش دوم استخراج هدايت ضمني  

جا هدف اين است كه از معادلة هدايت ضمني در مختصات در اين
در . دكارتي، معادلة هدايت ضمني در مختصات قطبي استخراج شود

صورت  حالت دوبعدي، معادلة هدايت ضمني در مختصات دكارتي به
  : ]5[زير است 

)31                                          (g
Oxy g T

d
Q

dt
=- -

V
V a   

gكه در آن  R= -V V v ها رابطة فوق بر حسب مؤلفه. است
  :شودصورت زير نمايش داده مي به

)32               (
Rx Rx

gx gx Tx

Ry Ry
Tygy gy

V VV V a
x yd
V Vdt aV V
x y
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 كه بردارهاي يكة مختصات قطبي در رابطة درصورتي
g gr r gV V q q= +V e e ة مختصات دكارتي بر حسب بردارهاي يك
  :توان نوشت جايگزين شود، مي

)33(  ( cos sin ) ( sin cos )g gr g gr gV V V Vq qq q q q= - + +V i j  

  بنابراين، 

)34                                    (cos singx gr gV V V qq q= -  
)35                                   (sin cosgy gr gV V V qq q= +  

ناشي هاي بردار شتاب طور مشابه، روابط تبديل براي مؤلفه به
  :شودصورت زير نوشته مي اي بهاز نيروهاي غيرجاذبه

)36                                   (cos sinTx Tr Ta a a qq q= -  
)37                                   (sin cosTy Tr Ta a a qq q= +  

  :توان نوشت مي) 35(و ) 34(گيري از روابط  با مشتق
)38          (( )cos ( )singx gr g g grV V V V Vq qq q q q= - - +      

)39          (( )sin ( )cosgy gr g g grV V V V Vq qq q q q= - + +    

  يا

)40                                    (( )
gx gr gT

p

gy g gr

V V V
C

V V V

q

q

q
q

q

é ù é ù-ê ú ê ú=ê ú ê ú
ê ú ê ú+ë û ë û

  

  
  

توان  مي) 32(در رابطة ) 40(و ) 34-37(، )29(با جايگذاري روابط 
  :نوشت
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)ماتريس ضرببنابراين، با پيش )pC q  در رابطة اخير، همان رابطة
  :شودنتيجه مي) 18(
  

)42(  
Rr Rr Rgr g gr Tr

R R Rr
Tgg gr

V V VV V V a
r r r
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  يا
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البته بايد توجه داشت كه استفاده از روش دوم هنوز مستلزم 
وع در اين موض. است) 29(استفاده از رابطة تبديل ماتريس حساسيت 

كه در روش  تعميم روش دوم نيز مشهود و صادق است؛ در حالي
  . آيددست مي طور مستقل به اول، معادلة هدايت ضمني به

، علاوه بر حل )42(و ) 29(گذاري روابط در خصوص صحه
تحليلي از دو روش، نتايج حل عددي نيز با دقت بسيار بالايي با حل 

براي اين منظور، موقعيت هدف و فضاپيما را . استتحليلي منطبق شده
)صورت در مختصات قطبي به ترتيب به , / 3)

e
R p  و( , / 2)

e
R p 

كه در آن نظر بگيريددر
e
R زمان باقيمانده تا . شعاع زمين است

در مختصات ماتريس حساسيت . استثانيه منظور شده 290هدف 
  :استصورت زير حاصل شده دكارتي با استفاده از حل عددي به

)44                 (433.0440 0.5819
10

0.5819 37.4023Oxy
Q -

é ù
ê ú= - ´ê ú
ê úë û

  

دست  كه ماتريس حساسيت در مختصات قطبي به درصورتي
به مختصات دكارتي انتقال داده ) 29(تبديل آيد و با استفاده از رابطة 

ون اول داخل ماتريس فوق برابر شود، عنصر واقع در سطر اول و ست
شود كه نشان از دقت بسيار بالاي حل عددي و مي 0441/33

اي ديگر، در نمونه. تطابق بسيار خوب حل تحليلي و عددي دارد
)صورت موقعيت هدف و فضاپيما را به ترتيب به , / 3)

e
R p  و

( , / 4)
e
R p ثانيه  200قيمانده تا هدف زمان با. در نظر بگيريد

ماتريس حساسيت در مختصات دكارتي با استفاده . استشدهمنظور 
  :دست آمده است به) 45(رابطة صورت  از حل عددي به

)45                   (450.3071 1.5272
10

1.5272 50.7081Oxy
Q -

é ù
ê ú= - ´ê ú
ê úë û

در اين حالت، با محاسبة ماتريس حساسيت در مختصات قطبي و 
  .شودحاصل مي) 45(همان رابطة  انتقال به مختصات دكارتي،

سازي از شبيه) 42(گذاري رابطة در مرحلة بعد، به منظور صحه
اي و در مدل زمين پرواز فضاپيما در صفحة قائم با فرض جرم نقطه

آل سيستم كنترل موشك ايده. استكروي غيرچرخان استفاده شده
 60ابر ثابت و بر ،نيروي پيشرانشتاب ناشي از  فرض شده و اندازة

راستا و جهت نيروي پيشران در راستا و . متر بر مجذور ثانيه است
جهت بردار 

g
V موقعيت اولية فضاپيما . است اعمال شده

( 100km, /2)
e
R p+  و سرعت اولية آن در مختصات دكارتي

T)1000  5000(   هدف نيز در موقعيت . استاعمال شده
( , / 3)
e
R p ثانيه در نظر  600كل زمان پرواز نيز . استفرض شده
شده  سازيدر مختصات دكارتي شبيه Qابتدا هدايت . استگرفته شده

0.01صورت  و شرط خاموشي موتور به
g
V . استاعمال شده >

نمودار 
g
V  تا زمان اندكي پس از دستور ) 1(بر حسب زمان در شكل

است، ثانيه واقع شده 21/13قطع نيروي پيشران موتور كه در زمان 
 Qسازي با معادلات هدايت سپس شبيه. استبا خط توپر ترسيم شده

با ) 1(در مختصات قطبي انجام شده و نتايج بر روي نمودار شكل 
ست كه انطباق دو روش را با دقت ادواير توخالي نمايش داده شده

  .  دهدبالايي نشان مي

  
نمودار  - 1شكل 

g
V  بر حسب زمان  

  تعميم روش دوم 
بعدي درنظر گرفته در تعميم روش دوم، يك تبديل مختصات سه

wصورت  را به wماتريس ستوني . شودمي
I g=w C V   در نظر

wبگيريد كه در آن 
IC  ماتريس تبديل از دستگاه مختصات اينرسي

( )Oxyz  به دستگاه چرخانW توان نوشت بنابراين، مي. است

0 5 10 15
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wT
g I=V C w .رابطة اخير و جايگذاري در رابطة گيري از با مشتق

  :شودسازي عبارات، رابطة زير نتيجه مي و مرتب) 31(هدايت ضمني 
  

 )46                (( ) [ ]w wT w wT W
I I I I I TQ= - + -w C C C C w a  

]كه در رابطة فوق، ماتريس ستوني ]WTa هاي بردارشامل مؤلفهTa 
هاي بردار شامل مؤلفه wهمچنين . است Wدر دستگاه مختصات

gVدر دستگاهW عبارت ديگر، به. است [ ] [ ]W w I
g I g= =w V C V .

؛ اما )]7[طور نمونه مرجع  به(در مراجع موجود است ) 46( ةالبته رابط
استخراج هدايت ضمني در . كندرا مرتفع نمي) 29( ةنياز به رابط

سازي با ساده. ]6[شود منتج مي) 46(مختصات بدني نيز از رابطة 
، رابطة )29(براي مختصات قطبي و استفاده از رابطة ) 46( ةرابط

  . شودحاصل مي) 43(يا ) 19(
. شوددر ادامه به روابط تبديل براي دو حالت ديگر پرداخته مي     

Oxمحاسبة ماتريس حساسيت در دستگاه اينرسي y z¢ ¢ كه دستگاه ¢
I شود، بر حسب ماتريس حساسيت در دستگاه اينرسيميناميده  ¢

Oxyz كه باI شودصورت زير نتيجه مي شود، بهنمايش داده مي:  
)47                                                  (TI I

I I IIQ Q¢ ¢
¢ = C C  

ذكر است كه براي حالت مذكور، مشتق ماتريس تبديل صفر  شايان
  . شودمي

) 46( در رابطة) 87(و ) 30(گذاري روابط در حالت دوم، با جاي     
  :شوداي حاصل ميمعادلة هدايت ضمني در مختصات استوانه

)48    (
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اي و بر حسب تعريف بردار با توجه به تعريف مختصات استوانه
سرعت لازم، ممكن است كه بعضي از عبارات رابطة اخير صفر شود 

كه بردار سرعت  نه، در صورتيطور نمو به. راحتي تقريب زده شود يا به
لازم بر مبناي قيد بردار موقعيت نهايي در زمان از پيش معلوم باشد، 

/توان نتيجه گرفت كه براي مسير نامي مي 0RzV r¶ ¶ و  =
/ 0RzV q¶ ¶ اي كه دستگاه مختصات استوانه البته درصورتي. =

) تبديل آن به مختصات اينرسيو (براي محاسبة ماتريس حساسيت 
اي براي زمان حال تعريف شود، عبارات مذكور براي طور لحظه به

  . شودزمان حال نيز صفر مي

اي مذكور منطبق بر دستگاه كه دستگاه مختصات استوانه درصورتي
اينرسي مورد نظر نباشد، ابتدا يك دستگاه اينرسي دكارتي بر مبناي 

تعريف شده و سپس روابط ماتريس اي مختصات قطبي و استوانه
به دستگاه اينرسي دلخواه منتقل ) 47( ةحساسيت با استفاده از رابط

  .شودمي

  مدل شتاب جاذبة ثابت: حالت خاص
بردار سرعت لازم با فرض مدل زمين تخت و بردار شتاب جاذبة 

  :شودثابت به صورت زير نوشته مي

)49                                          (1
2

T
R go

go

t
t

-
= -
r r

V g  

ماتريس حساسيت در مختصات قطبي با استفاده از رابطة فوق 
  :شودصورت زير نتيجه مي به

)50     (                  2 2
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2كه در آن، 2I همچنين با استفاده از . است 2×  2ماتريس هماني  ´
اي  را براي مختصات استوانه) 51(توان رابطة مي) 49(رابطة 

  :استخراج كرد

)51       (    3 3

0 0
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0 0 0

gr gr Tr

g Tg
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gz Tzgz

V V a

V aV I
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براي مدل شتاب جاذبه ثابت ساده شود، ) 48(كه رابطة  درصورتي
  .شودحاصل مي) 51(همان رابطة 

  گيرينتيجه
اين مقاله، معادلات هدايت ضمني در مختصات قطبي به دو  در

روش حل مستقيم و همچنين جايگذاري روابط تبديل در معادلة 
استفاده از معادلة . استخراج شد) در مختصات دكارتي(هدايت ضمني 

هدايت ضمني در مختصات قطبي ممكن است بر حسب كاربرد، 
تصات دكارتي مزايايي نسبت به معادلات هدايت ضمني در مخ

همچنين مختصات قطبي بعضاً براي تعريف و استخراج . داشته باشد
بردارهاي سرعت لازم با شرايط نهايي مختلف، سبب سهولت كار 

شود كه براي اين نوع مسائل، استخراج روابط تحليلي براي مي
شود؛ چرا تر مي ماتريس حساسيت با استفاده از مختصات قطبي آسان

. شوديناميك مدار بر حسب مختصات قطبي بيان ميكه اكثر روابط د
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بنابراين، استخراج اين روابط در مختصات قطبي و تبديل روابط به 
. تواند مفيد باشدمختصات دكارتي براي ماتريس حساسيت مي

همچنين با تعميم روش حل از دو بعدي به سه بعدي، روابط تبديل 
اي تصات استوانهماتريس حساسيت و معادلة هدايت ضمني براي مخ

  .استدست آمده به

  روابط تبديل مختصات : پيوست الف
روابط مورد نياز تبديل مختصات قطبي به  در اين پيوستابتدا، 

) 2(مطابق شكل . استدكارتي يا معكوس آن مطابق مراجع آمده
r,(هاي مختصات دكارتي بر حسب مختصات قطبي روابط مؤلفه q (

 :شودصورت زير نوشته مي به

)52           (                                              cosx r q=  
)53                (                                          siny r q=  

  
  نمايش مختصات قطبي  - 2شكل 

  :شودصورت زير نوشته مي نيز بهروابط تبديل بردارهاي يكه 
)54          (                                 cos sinr q q= +e i j  
)55        (                                 sin cosq q q=- +e i j  

و  xيكه در راستاي محورهاي  به ترتيب بردارهاي jو iكه در آن
y راحتي  از روابط فوق به. و در جهات مثبت آن محورها هستند
  :توان نتيجه گرفت كهمي

)56        (                                    ,r

r r
q¶ ¶= =

¶ ¶
e e0 0  

مشتق جزئي گرفت،  qنسبت به ) 55(و ) 54(همچنين اگر از روابط 
  :توان روابط زير را استخراج كردمي

)57                 (                     ,r
r

q
qq q

¶ ¶= = -
¶ ¶
e ee e  

  :توان نوشتمي) 53(و ) 52(گيري از روابط با ديفرانسيل

)58             (                    cos sin

sin cos

dr dx

rd dy

q q

q q q
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  :اشاره كرد )60(و ) 59(توان به دو رابطة از جمله روابط مفيد ديگر مي

)59       (                                     sin cos 0x yq q- =  
)60                                            (cos sinx y rq q+ =  

و ) 53(و ) 52(در روابط  qروابط فوق با ضرب سينوس و كسينوس 
  .استجمع يا تفريق آنها از هم حاصل شده

)حال كميت اسكالر  )f r ديفرانسيل . را در نظر بگيريد( )f r 
  :شود صورت زير نمايش داده مي ارتي و قطبي بهدر مختصات دك

)61                                           (f f
df dx dy

x y

¶ ¶= +
¶ ¶

  

)62                                            (f f
df dr d

r
q

q
¶ ¶= +
¶ ¶

  

از  dyو dxبا مساوي قرار دادن دو رابطة اخير و جايگذاري براي
  :شودروابط زير حاصل مي) 58(رابطة 

)63                                   (cos sin
f f f

r x y
q q¶ ¶ ¶= +

¶ ¶ ¶
  

)64                              (sin cos
f f f

r x y
q q

q
¶ ¶ ¶= - +
¶ ¶ ¶

 

  :شودصورت زير نوشته مي يا فرم ماتريسي آن به

)65                               (
cos sin

sin cos

ff
xr
ff
yr

q q

q q
q

é ù¶é ù¶ é ù ê úê ú ê ú ê ú¶ê ú¶ ê ú= ê úê ú ê ú ¶¶ ê úê ú ê ú ê ú-ê ú ê úë û ¶ê ú¶ë û ë û

  

اي كه بايد توجه داشت اين است كه در حالت كلي از لحاظ نكته
)تابعيت , ) ( , )f x y f r q¹ طور نمونه، فرض كنيد كه  به. استf 

) در اين حالت. فاصله از مبدأ است , )f r rq و  =
2 2( , )f x y x y= + .  

)كه درصورتي )f r  تا ) 61(كميت برداري نيز باشد، روابط يك
) 64(و ) 63(براي اجتناب از تكرار، روابط . همچنان برقرار است) 64(

. شودبر حسب مشتقات جزئي در مختصات دكارتي نوشته مي
  ديگر،عبارت  به

)66                                  (cos sin
x r r

q q
q

¶ ¶ ¶= -
¶ ¶ ¶
f f f  

)67                                  (sin cos
y r r

q q
q

¶ ¶ ¶= +
¶ ¶ ¶
f f f  

rاز رابطة  fبا جايگذاري براي تابع rf fq q= +f e e  در سمت راست
xو همچنين جايگذاري رابطة ) 67(و ) 66(روابط  yf f= +f i j  در

  :قابل حصول است )71(تا ) 68(سمت چپ اين روابط، روابط 
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)68              (
2

2

sin coscos

sinsin cos

x r r

r

f f f
f

x r r

f f
f

r r

q

q q

q qq
q

qq q
q

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç= - - ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶
æ ö¶ ¶ ÷ç- + + ÷ç ÷çè ø¶ ¶

  

)69              (
2

2

sinsin cos

sin coscos

y r r

r

f f f
f

x r r

f f
f

r r

q

q q

qq q
q

q qq
q

¶ æ ö¶ ¶ ÷ç= - - ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶
æ ö¶ ¶ ÷ç+ - + ÷ç ÷çè ø¶ ¶

  

)70              (
2

2

cossin cos

sin cossin

x r r

r

f f f
f

y r r

f f
f

r r

q

q q

qq q
q

q qq
q

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç= + - ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶
æ ö¶ ¶ ÷ç- - + ÷ç ÷çè ø¶ ¶

  

)71              (
2

2

sin cossin

cossin cos

y r r

r

f f f
f

y r r

f f
f

r r

q

q q

q qq
q

qq q
q

¶ æ ö¶ ¶ ÷ç= + - ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶
æ ö¶ ¶ ÷ç+ + + ÷ç ÷çè ø¶ ¶

  

  توان دريافت كههمچنين از روابط فوق مي

)72                         (1yx r
r

ff f f
f

x y r r
q

q
¶ æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç+ = + + ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶ ¶

  

)73                          (1y x r
f f f f

f
x y r r

q
qq

¶ æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç- = - - ÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶ ¶
  

)حال ماتريس تبديل مختصات        )pC q صورت زير در نظر  را به
  :بگيريد

)74                                      (
cos sin

( )
sin cos

pC

q q

q
q q

é ù
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú-ê úë û

  

توان  را مي) 71(تا ) 68(با استفاده از ماتريس تبديل مذكور روابط 
  :صورت زير نمايش داد به

)75        (( ) ( )

x x r r

T
p p

y y r

f f f f f
x y r r rC C
f f f f f

r r rx y

q

q q

qq q

q

é ù¶ ¶ é ù¶ ¶ê ú -ê úê ú¶ ¶ ê ú¶ ¶ê ú = ê úê ú¶ ¶ ¶ ¶ê úê ú +ê úê ú ê ú¶ ¶¶ ¶ ë ûë û

  

)كه تابع برداري يدرصورت , )tf r  تابعي از بردار موقعيت و زمان
، همچنان )62(و ) 61(، به استثناء دو رابطة )75(تا ) 52(باشد، روابط 
صورت زير  به) 62(و ) 61(در حالت اخير دو رابطة . صحيح است
  :شوداصلاح مي

)76                               (d dx dy dt
x y t

¶ ¶ ¶= + +
¶ ¶ ¶
f f ff  

)77                               (d dr d dt
r t

q
q

¶ ¶ ¶= + +
¶ ¶ ¶
f f ff  

شود كه منطبق بر اضافه مي zاي تنها مؤلفةدر مختصات استوانه
شود و بردار  منظور مي Oxyzاه مختصات اينرسيدستگ zمحور

در اين حالت همچنان روابط . شودنمايش داده مي keيكة آن با
 fبا جايگذاري براي تابع . برقرار است) 63-71(و روابط ) 60-52(

rاز رابطة  r z kf f fq q= + +f e e e  دو رابطة ) 67(و ) 66(در روابط
  :آيددست مي ر بهديگ

)78                                 (cos sinz z zf f f

x r r
q q

q
¶ ¶ ¶= -
¶ ¶ ¶

  

)79                                (sin cosz z zf f f

y r r
q q

q
¶ ¶ ¶= +
¶ ¶ ¶

  

  : با استفاده از روابط
)80                                         (cos sinx rf f fqq q= -  
)81                                         (sin cosy rf f fqq q= +  
  :شودراحتي روابط زير استخراج مي به

)82                                 (cos sinx rf f f

z z z
qq q¶ ¶ ¶= -

¶ ¶ ¶
  

)83                                 (sin cosy r
f f f

z z z
qq q

¶ ¶ ¶= +
¶ ¶ ¶

  

، رابطة تبديل براي ماتريس )78-83(و ) 68-71(با استفاده از روابط 
اي حاصل  حساسيت در مختصات دكارتي بر حسب مختصات استوانه

 : شودمي

)84    (( ) ( )

x x x r r r

y y y T r

z z zz z z

f f f f f f f
x y z r r r z
f f f f f f f

C C
x y z r r r z

f f ff f f
r r zx y z

q

q q q

q

q q
q

q

é ù¶ ¶ ¶ é ù¶ ¶ ¶ê ú -ê úê ú¶ ¶ ¶ ê ú¶ ¶ ¶ê ú ê úê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ê úê ú = +ê úê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ê úê ú ê úê ú ¶ ¶ ¶¶ ¶ ¶ ê úê ú ê úê ú ¶ ¶ ¶ë û¶ ¶ ¶ë û

  

  كه در آن 

 )85                                 (
cos sin 0

( ) sin cos 0

0 0 1

C

q q

q q q

é ù
ê ú
ê ú= -ê ú
ê ú
ê úê úë û

  

 ةرابطصورت  نسبت به زمان به) 85(همچنين مشتق ماتريس تبديل 
  :شودنوشته ميزير 

)86                            (
sin cos 0

( ) cos sin 0

0 0 0

C

q q

q q q q

é ù-ê ú
ê ú= - -ê ú
ê ú
ê úê úë û

   

  بنابراين،
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)87                                  (
0 1 0

( ) ( ) 1 0 0

0 0 0

TC Cq q q

é ù-ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê úê úë û
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