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با استفاده از فرض  گون بيضيدر اين مقاله، حل تقريبي سرعت لازم با قيد بردار موقعيت نهايي در مدل زمين 
در اين روش، زمان پرواز به چند بازة زماني تقسيم و شتاب . است  خطي ارائه شدهاي  شتاب گرانش تكه

بعدي برحسب اين روش حل به يك رابطة صريح سه. شود گرانش در هر بازه به صورت خطي تقريب زده مي
دقت و بار محاسباتي روش . موقعيت كنوني، بردار موقعيت نهايي مطلوب و زمان پرواز منجر خواهد شدبردار 

 هاي مختلف با استفاده از حل عددي مسئله به دست آمده و با دو روش تكرارپذير زاي تعداد بازهيادشده به ا
ازاي بار محاسباتي نسبتاً  روش يادشده، بهاين روش در مقايسه با دو . است سازي مقايسه شده  زارچان و خطي

 به علاوه،. دقت بيشتري دارددرجه  18تا زاوية برد و مدار حداقل انرژي  گون بيضييكسان، در مدل زمين 
  .حساسيت سرعت لازم قابل استفاده استشده براي مسئلة دو يا چند جسم و محاسبة ماتريس  روش ارائه

 اي خطي گرانش تكه گون، شتاب ، زمين بيضيسرعت لازم: هاي كليدي واژه

  2 1اختصارات و علائم
Ԧ݃ گرانش شتاببردار

  ܫ  رارتعداد تك

  ଶܬ ثابت گرانش مرتبة دوم

ܰ  هاي زمانيتعداد بازه
 ݊  تعداد نقاط مياني

Q  بارمحاسباتي عمليات جذر
ሬܴԦ سازي موقعيت نقطه خطيبردار
  ܴ݁ زمينشعاع

Ԧݎ موقعيتبردار
ܵ بارمحاسباتي توابع مثلثاتي
  ܶ  اي طول بازة زماني حل تكه

ݐ زمان
ݐ زمان نهايي

_________________________________ 
 دانشجوي دكتري .1

 )نويسنده مخاطب(استاديار  .2

 ݐ زمان باقيمانده تا زمان نهايي

 Ԧݒ سرعتبردار
 Ԧோݒ لازم سرعتبردار

,ݔ  مركزاينرسي زمين دستگاهمختصات ,ݕ  ݖ

 ZEMሬሬሬሬሬሬሬሬԦ  خطاي تلاش صفرردارب
 ߤ  ثابت گرانش زمين

   مقدمه
بردار  .اساسي در هدايت فضاپيماست كميتسرعت لازم، يك  بردار

به شرايط فضاپيما براي رسيدن ضي رسرعتي فبردار  سرعت لازم،
نهايي مطلوب در زمان نهايي از پيش معلوم است؛ در صورتي كه 

نها تحت تأثير شتاب ت فضاپيما خاموش بوده و فضاپيماموتور پيشران 
ايط نهايي چه باشد، مسئله رحسب اينكه شرب. گرانش حركت كند

از (زمان نهايي  رموقعيت نهايي د رارداينجا قيد ب رد. شود متفاوت مي
است كه با فرض مدل زمين كروي به مسئلة  رمد نظ) پيش معلوم

  ].1-3[است  رت مشهورلامب
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زمان  رايي دبردار سرعت لازم با قيد بردار موقعيت نه ةمسئل
در مدل زمين تخت به حل تحليلي صريح منجر نهايي از پيش معلوم 

در . شود، اما در مدل زمين كروي، حل صريح به دست نيامده است مي
 هاي تقريبي، تكرارپذير و بازگشتي براي مسئلة لامبرت منابع، حل
شود رابطة زمان پرواز  هاي بازگشتي سعي مي در روش. است ه ارائه شد

يك روش تكراري مناسب برحسب يك متغير مستقل استخراج و با 
دو ايراد . مشهورترين روش بازگشتي، روش گوس است]. 4[حل شود 

درجه و  180براي زاوية برد  گوس، وجود نقطة تكينروش  عمدة
لاگرانژ، رابطة . د كوتاه استركندي سرعت همگرايي در زواياي ب

) نسبت به روش گوس(ير مستقل متفاوتي زمان پرواز را برحسب متغ
كه هرچند بار محاسباتي آن بيشتر از روش گوس  آورده استبه دست 

رفتارتر است،  حل تكراري خوش هاي است، اما نسبت به روش
، روش لاگرانژ با روش گوس تلفيق شده است ]5[بنابراين، در مرجع 

تا علاوه بر حفظ مزايا و سادگي روش گوس، سرعت همگرايي را 
ن يك پارامتر آزاد در معادلات ، با به كاربرد]6[در مرجع . افزايش دهد

وش سادة گوس، الگوريتم حلي ارائه شده است كه دو ركپلر، با همان 
را بر طرف ) نقطة تكين و همگرايي كند روش گوس(ضعف يادشده 

با پيشنهاد نقطة شروع حل مناسب ، ]8[و ] 7[در مراجع . است كرده 
روش همگرايي براي روش تكراري سادة نيوتن ـ رافسون سرعت 

مرجع در ژي رت حداقل انرحل مسئلة لامب. است بهبود يافته  گوس
 ري درمداراي هدف زيرژي برعت لازم حداقل انرحل مسئلة س و ]9[
  .است ائه شده را] 10[جع رم

هاي بازگشتي كلاسيك مانند روش گوس، رابطة  در روش
نسبت به  مستقيم و قابل دركي بين متغير تكراري و حتي نتايج تكرار

يك روش ] 11[تغيرهاي فيزيكي برقرار نيست، بنابراين، در مرجع م
حسب زاوية مسير اوليه، تكرارپذير براساس رابطة بردار سرعت لازم بر

اخيراً نيز گراديان  .شده است با متغير تكراري زاوية مسير اوليه معرفي
به دست آمده و ) متغير تكراري(پرواز نسبت به زاوية مسير اوليه زمان 

ارائه  استفاده از آن الگوريتم تكراري با سرعت همگرايي بالاتريبا 
مقداردهي اوليه براي حل مسئلة  براي] 13[در مرجع ]. 12[است   شده

كه سبب افزايش سرعت است لامبرت، از يك جدول استفاده شده 
  .شود همگرايي مي
به زمين  شتاب گرانشيا معادلات حركت  ،تقريبي هاي در روش

يا  رخطاي تلاش صف رداراي برب صريح رابطة و يك شدهنحوي ساده 
البته حل  .شود حسب زمان نهايي استخراج ميبرعت لازم رس ردارب

حسب ري تواني بروي با كمك سرمدل زمين ك ركت درمعادلات ح
بردار سرعت ابطة ر توان ، اما نمي]2[انژ در دسترس است رايب لاگرض

هاي تقريبي  از جمله روش .كرد اجرا به طور مستقيم از آن استخرلازم 
معلوم از زمان  توان به روش تخمين شتاب گرانش به صورت تابعي مي

صورت تابعي درجة يك، شتاب گرانش به ، راخيروش  در. اشاره كرد

به علاوه در ]. 14[شود  دو يا درجه بالاتر از زمان در نظر گرفته مي
اساس آن رابطة سازي شتاب گرانش ارائه و بر ، روش خطي]14[مرجع 

رابطة خطاي تلاش صفر . است آمده  بردار خطاي تلاش صفر به دست
با استفاده از روابط نسبي و بسط نسبت فاصلة هدف بر ] 15[در مرجع 

سازي  روش خطي] 16[در مرجع  .است  فاصلة رهگير استخراج شده
بهينه براي مسئلة   براي استخراج قانون هدايت نزديكشتاب گرانش 

] 17[اين استخراج در مرجع . شده استاز جو استفاده  خارج رهگيري
  .است سيستم انجام شدهسازي ماتريس  با ساده

سازي  سازي شتاب گرانش با خطي روش خطي] 18[در مرجع 
جع نشان داده راين م رد. داده شده است حول نقاط مختلف توسعه

سازي سبب افزايش دقت  شده است كه انتخاب مناسب نقطة خطي
سازي به  ، نقطة خطيشدهسازي مطالعه و از پنج نقطة خطيشود  مي

ميانگين سه پارامتر موقعيت موشك، موقعيت هدف و تخمين «صورت 
مسائل  رد طور كههمان. داردبيشترين دقت را  »موقعيت برخورد

ود با افزايش فاصله نسبت به ر مي رسازي حول يك نقطه انتظا خطي
يبي رحل تق] 19[جع رم رد. يابد ميسازي، خطا افزايش  نقطة خطي

و (عت نهايي رس رداريس حساسيت، با قيد برعت لازم و ماترس ردارب
انش خطي بين موقعيت فعلي رض شتاب گربا ف) ترنه مسئلة لامب

 رتوان انتظا مجموع مي رد. ائه شده استرفضاپيما و موقعيت نهايي ا
افزايش د با افزايش برانش رسازي شتاب گ وش خطيخطاي رداشت، 

  .باشدكوتاه قابل استفاده نسبتاً  هايبراي بردتنها و  يابد 
شده به مدل يبي، هرچه مدل در نظر گرفتهرهاي تق روش رد
شود؛ اما براي افزايش  تر مي ر باشد، حل مسئله دقيقت نزديكواقعي 

تر و در نتيجه افزايش بار محاسباتي نياز دقت حل، به اطلاعات كامل
اي خطي است  هاي حل تقريبي، روش تكه از روش يكي ديگر .است
اي  طور نمونه، روش تكهبه . فته استر رمسائل مختلف به كا ركه د

تعيين  ،]20[خطي م غير دو ةخطي براي حل عددي معادلات مرتب
و ] 22[، كنترل نزديك بهينه ]21[خطي  غير هايرنوسانگ مدار تناوبيِ

اما . استفاده شده است] 23[هدايت و كنترل وسايل پرتابي بازگشتي 
اي  از روش تكه] 24[جع كاربرد محاسبة بردار سرعت لازم، در مر در

اي  انش تكهرض شتاب گربا ف رجع اخيرم رد. شده استاستفاده  خطي
با قيد بردار  ابطة بردار سرعت لازم و ماتريس حساسيترخطي، 

 در روش. شده است اجرخاست )و نه مسئلة لامبرت( سرعت نهايي
، زمان پرواز به چند بازة زماني تقسيم شده اي خطي انش تكهرشتاب گ

بين دو نقطة مياني به صورت خطي ، شتاب گرانش و در هر بازه
به علاوه، . مقايسه شده استسي و ررو سپس، دقت نتايج بتقريب زده 

، براي حل مسئلة ]24[اي خطي در مرجع  روش شتاب گرانش تكه
اي ريب مناسبي برحالت، تق ت؛ اما براي اينلامبرت نيز اعمال شده اس

 اي هراج نشده و لذا به دقت نتايج اشارانش نقاط مياني استخرشتاب گ
  .نشده است
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ت، رمسئلة لامب رد] 24[جع راي خطي م وش تكهر، در اين مقاله
و سه الگوريتم تقريبي براي محاسبة شتاب گرانش نقاط مياني تكميل 

گون اين روش براي مدل زمين بيضيبه علاوه، . ارائه شده است
مسئله، دو  با توجه به بار محاسباتي و دقت حل. تعميم داده شده است

و ] 11[چان رزا رپذيراروش تكروش يادشده انتخاب و با روش از سه ر
  .سازي مقايسه شده است خطي

  بردار سرعت لازم

اي مدل شده  حركت وسيلة پروازي كه به صورت جرم نقطهمعادلة 
  :است) 1(مطابق رابطة است 

Ԧሷݎ )1( = Ԧ݃(ݎԦ)
شتاب گرانش  ردارب (Ԧݎ)Ԧ݃ فضاپيما و بردار موقعيت Ԧݎآن، در كه 

با دو بار . است) ECI(كز رم زمين مرجع اينرسي نسبت به
  :توان نوشت مي، )1( ةگيري از رابط انتگرال

(ݐ)Ԧݎ )2( = Ԧݎ + ݐ) − Ԧݒ(ݐ +  ݐ) − (ߦ Ԧ݃[ݎԦ(ݎԦ, ,Ԧݒ ௧௧బߦ݀[(ߦ   

بردار  ةاين، رابطربناب. ايط اوليه استرش رنمايانگ ”0“نويس  كه پايين
  :شود نوشته مي رت زيرصوبه  ݐزمان نهايي  رد موقعيت نهايي

൯ݐԦ൫ݎ = Ԧݎ + ൫ݐ − Ԧݒ൯ݐ +  ൫ݐ − ൯ݐ Ԧ݃[ݎԦ(ݎԦ, ,Ԧݒ ௧௧బݐ݀[(ݐ   

)3(  

نهايي موقعيت  رداربسرعت لازم با قيد  ردار، برابطة اخيربا استفاده از 
 :شود نمايش داده مي Ԧோݒآيد كه با  به دست مي) ∗Ԧݎ(

(ݐ)Ԧோݒ )4( = Ԧ∗ିԦబ௧ି௧బ − ଵ௧ି௧బ  ൫ݐ − ൯ݐ Ԧ݃ൣݎԦ൫ݎԦ, ,Ԧோబݒ ௧௧బݐ൯൧݀ݐ   

ال نيز رانتگ شود، در حالت كلي عبارت داخل طور كه مشاهده ميهمان
نمونه با  رحالت خاص، به طو رالبته د. لازم استعت رتابعي از س

لازم به صورت صريح به فرض شتاب گرانش ثابت، بردار سرعت 
  :آيد مي دست

(ݐ)Ԧோݒ  )5( = Ԧ∗ିԦబ௧ି௧బ − ଵଶ Ԧ݃൫ݐ −   ൯ݐ

با فرض مدل زمين كروي يا  )4( صريح و دقيق رابطة اما حل 
تقريبي يك روش  .ائه نشده استربوده و تاكنون ا گون، دشوار بيضي

براي حل تحليلي مسئلة يادشده، استفاده از فرض شتاب گرانش 
  .شود كه در ادامه به آن پرداخته ميخطي است  اي تكه

بردار سرعت لازم با فرض شتاب محاسبة 
  اي خطي گرانش تكه

,ݐൣزماني  ةباز ،)4(  ةرابط يبيربراي حل تق زماني  ةباز ܰبه  ൧ݐ ,ݐൣ ܶାଵ ةبا طول باز ାଵ൧ݐ = ାଵݐ − ݆( ݐ = 0,1, … , ܰ − 1 (
خطي بين  ، شتاب گرانش به صورت يك رابطةو در هر بازه تقسيم
  ]:24[شود  ميدر نظر گرفته  ي بازهابتدا و انتها ةنقط

)6(  Ԧ݃൫ݎԦ(ݐ)൯ = ௧ೕశభି௧௧ೕశభି௧ೕ Ԧ݃ ቀݎԦ൫ݐ൯ቁ + ௧ି௧ೕ௧ೕశభି௧ೕ Ԧ݃ ቀݎԦ൫ݐାଵ൯ቁ  
زماني  ةبازطول فرض و با  )4( ابطة ر رد )6(ابطة ري رگذايجابا 

ܶيكسان،  = ൫ݐ − ، رابطة تقريبي بردار سرعت لازم برحسب ܰ/൯ݐ
Ԧோబݒ ]:24[ آيد نقاط مياني مسير به دست ميانش رشتاب گ مقادير = Ԧ∗ିԦబ௧ି௧బ − ௧ି௧బேమ ൣ(3ܰ − 1) Ԧ݃ + Ԧ݃ + 6 ∑ (ܰ − ݆) Ԧ݃ேିଵୀଵ ൧  

)7( 
) 7(طور كه اشاره شد، براي محاسبة بردار سرعت لازم از رابطة همان

هاي مختلف نياز است كه با  گرانش در زمانبه محاسبة بردار شتاب 
گون  و با فرض مدل زمين بيضي )8(فرض مدل زمين كروي از رابطة 

  :آيد به دست مي )9(از رابطة 
)8(  Ԧ݃ = − ఓԦೕೕ   

)9( 
Ԧ݃ = − ఓೕ ݇ 0 00 ݇ 00 0 ݇   Ԧݎ

  كه در آن
)10( ݇ = 1 + ଷଶ ଶܬ ൬ோೕ ൰ଶ ቆ1 − 5 ൬௭ೕೕ൰ଶቇ + ⋯  

)11( ݇ = 1 + ଷଶ ଶܬ ൬ோೕ ൰ଶ ቆ3 − 5 ൬௭ೕೕ൰ଶቇ + ⋯  

ثابت  ଶܬانش زمين، رثابت گ ߤاستوا،  رد شعاع زمين ܴ݁كه در آن، 
ଶܬ(تبة دوم رانش مرگ = 1.082628 × 10ିଷ ( مؤلفة سوم  ݖو

در اين روابط براي به دست . است ECIدر دستگاه بردار موقعيت 
گرانش در نقاط مياني، به بردار موقعيت آنها نياز است  آوردن شتاب

  .شود اج ميراي محاسبة آن استخريبي بروابطي تقرادامه،  كه در
نوشته  ݐزمان  رموقعيت نقطة مياني د )2(ابطة راز  استفادهابتدا با 

Ԧݎ  :شود مي = Ԧݎ + ൫ݐ − Ԧோబݒ൯ݐ +   ൫ݐ − ൯ݐ Ԧ݃ൣݎԦ൫ݎԦ, ,Ԧோబݒ ௧ೕ௧బݐ൯൧݀ݐ   

)12(  

  يا
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)13(  
Ԧݎ = Ԧݎ + ൫ݐ −  Ԧோబݒ൯ݐ

            + ∑  ൫ݐ − ൯ݐ Ԧ݃ൣݎԦ൫ݎԦ, ,Ԧோబݒ ௧ೖశభ௧ೖିଵୀݐ൯൧݀ݐ   

، )6(ابطة رمطابق اي خطي  مدل گرانش تكه ضربا استفاده از ف
صورت زير تقريب زده به  )13( است رابطةرسمت  رد رآخ ترعبا
  :شود مي

 6 ∑  ൫ݐ − ൯ݐ Ԧ݃ൣݎԦ൫ݎԦ, ,Ԧோబݒ ௧ೖశభ௧ೖିଵୀݐ൯൧݀ݐ =  

)14(      ଵܶൣ3൫ݐ − ൯ݐ − ଵܶ൧ Ԧ݃ + ܶଶ Ԧ݃  + ∑ ൣ ܶଶ − ܶାଵଶ + 3( ܶ + ܶାଵ)൫ݐ − ൯൧ݐ Ԧ݃ିଵୀଵ   

ܶ با فرض طول بازة زماني ثابت،) 14(رابطة  = ൫ݐ −  ، سادهܰ/൯ݐ
  :شود مي

)15(  ∑  ൫ݐ − ൯ݐ Ԧ݃ൣݎԦ൫ݎԦ, ,Ԧோబݒ ௧ೖశభ௧ೖିଵୀݐ൯൧݀ݐ =  ൫௧ି௧బ൯మேమ ൣ(3݆ − 1) Ԧ݃ + Ԧ݃ + 6 ∑ (݆ − ݇) Ԧ݃ିଵୀଵ ൧  
به جاي عبارت  )15(و رابطة  (ݐ)Ԧோݒبه جاي  )7(دادن رابطة با قرار 

، رابطة تقريبي بردار موقعيت نقاط مياني )13(رابطة است رسمت  آخر
2(شود  استخراج مي ≤ ݆ ≤ ܰ − 1:( 

Ԧݎ)16( = ଵே ൜(ܰ − Ԧݎ(݆ + ∗Ԧݎ݆ − ൫௧ି௧బ൯మேమ ൣ(ܰ − ݆) Ԧ݃ + ݆ Ԧ݃  

       −ܰ Ԧ݃ − 6ܰ ∑ (݆ − ݇) Ԧ݃ିଵୀଵ + 6݆ ∑ (ܰ − ݇) Ԧ݃ேିଵୀଵ ൧ൟ  

݆و به ازاي  = 1:  
Ԧଵݎ)17( = ଵே ൜(ܰ − Ԧݎ(1 + ∗Ԧݎ − ൫௧ି௧బ൯మேమ ൣ(ܰ − 1) Ԧ݃ ∑   + Ԧ݃ − ܰ Ԧ݃ଵ + 6 ∑ (ܰ − ݇) Ԧ݃ேିଵୀଵ ൧ൟ  

شتاب گرانش نقاط  محاسبةبه  )17(و  )16(البته براي محاسبة روابط 
پيشنهاد چهار روش تقريبي  ،ن منظوراياي راست كه ب نيازمياني 

  :شود مي
تقريب شتاب گرانش نقاط مياني برحسب نقطة ابتدايي  -1      

 در مرحلة اول اين روش، شتاب گرانش نقاط مياني با توجه: و پاياني
انش رض شتاب گربه فاصلة زماني نقطة مياني از نقطة ابتدا و انتها با ف

 :شود ميخطي تخمين زده 
  

)18( Ԧ݃ = ଵே ൣ(ܰ − ݇) Ԧ݃ + ݇ Ԧ݃൧  
هاي گرانش نقاط  در مرحلة دوم، با استفاده از محاسبة شتاب

و  )16(نقاط مياني از روابط ، بردار موقعيت )18(مياني مطابق رابطة 
در نهايت، شتاب گرانش نقاط مياني منتج از . شود محاسبه مي )17(

محاسبه خواهد شد كه مقادير  )9(يا  )8(، از رابطة )17(و  )16(روابط 
  .نياز است مورد )7(آن در محاسبة سرعت لازم 

محاسبة شتاب گرانش نقاط مياني با استفاده از سه  -2
ابتدا تقريب نخست  در اين روش، :ابتدايي، پاياني و ميانه نقطة

ܰبه ازاي  )18(از رابطة ) Ԧ݃,ଵ(نقطة ميانه شتاب گرانش  = و  2 ݇ =   :آيد به دست مي 1
)19( Ԧ݃,ଵ = ଵଶ ൫ Ԧ݃ + Ԧ݃൯  

 انش،رشتاب گ ردارنويس ب پايين رگول دركه در آن، عدد بعد از وي
در مرحلة دوم، با جايگزيني رابطة اخير . ة تخمين استرشما رنمايانگ

ܰبه ازاي  )17(در رابطة  = ݆و  2 =   :توان نوشت مي 1
Ԧݎ  )20( = ଵଶ ݎԦ + ∗Ԧݎ − ൫௧ି௧బ൯మଶସ ൫ Ԧ݃ + Ԧ݃ + 4 Ԧ݃,ଵ൯൨  

تقريب بردار موقعيت نقطة ، )20(ابطة ر رد )19(ابطة ري ربا جايگذا
  :شود ميانه حاصل مي

Ԧݎ  )21( = ଵଶ ݎԦ + ∗Ԧݎ − ൫௧ି௧బ൯మ଼ ൫ Ԧ݃ + Ԧ݃൯൨  

از  يابراي مدل زمين كروي  )8(رابطة در ادامه با استفاده از 
گون، تقريب دوم شتاب گرانش نقطة ميانه  دل بيضيبراي م )9( ابطةر

  .شود نمايش داده مي Ԧ݃,ଶبا  آيد كه به دست مي
در مرحلة سوم، اگر نقاط مياني بين دو نقطة ابتدا و ميانه باشد، 

با توجه به فاصلة زماني آن نقطه از نقطة ابتدا و  هاشتاب گرانش آن
به همين . شود ميخطي تخمين زده ميانه با فرض شتاب گرانش 

باشد، شتاب گرانش  ترتيب، اگر نقاط مياني بين دو نقطة ميانه و پاياني
با فرض  اصلة زماني آن نقطه از نقطة ميانه و پايانيجه به فبا تو هاآن

  :اينربناب. شود ميخطي تخمين زده شتاب گرانش 

)22( Ԧ݃ = ଵே ቐ(ܰ − 2݇) Ԧ݃ + 2݇ Ԧ݃,ଶ             0 ≤ ݇ ≤ ேଶ2(ܰ − ݇) Ԧ݃,ଶ + (2݇ − ܰ) Ԧ݃ ேଶ < ݇ ≤ ܰ  

اين تقريب براي محاسبة تقريبي بردار موقعيت نقاط مياني مطابق 
سپس، شتاب گرانش نقاط مياني منتج از . است )17(و  )16(روابط 
نهايت، با  رد. شود محاسبه مي )9(يا  )8( ، از روابط)17(و  )16(روابط 
سرعت لازم به  ردار، ب)7(رابطة  رانش درهاي گ ي اين شتابرجايگذا

  .شود يبي محاسبه ميرتق رطو

تقريب شتاب گرانش نقاط مياني با استفاده از نقطة  -3
ابتدا از رابطة  در اين روش، :ايي، پاياني و دو نقطة مياني اوليهابتد

 )9(يا  )8(رابطة  بردار موقعيت نقطة ميانه محاسبه و با استفاده از )21(
. شود نمايش داده مي Ԧ݃,ଶآيد كه با  شتاب گرانش آن به دست مي

و  Ԧ݃భ,భ(مياني اوليه ب گرانشِ دو نقطة قريب نخست شتاسپس، ت Ԧ݃మ,భ ( از رابطة)ܰبه ازاي  )22 = ݇و  3 =   :آيد به دست مي 1,2
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)23( Ԧ݃భ,భ = ଵଷ ൫ Ԧ݃ + 2 Ԧ݃,ଶ൯  

)24( Ԧ݃మ,భ = ଵଷ ൫2 Ԧ݃,ଶ + Ԧ݃൯  

 )17(و  )16( روابطرابطة اخير در دو با جايگزيني در مرحلة دوم، 
ܰبه ازاي  = ݆و  3 =   :توان نوشت مي، 1,2

Ԧభݎ = ଵଷ 2ݎԦ + ∗Ԧݎ − ൫௧ି௧బ൯మହସ ൫2 Ԧ݃ + Ԧ݃ + 9 Ԧ݃భ,భ + 6 Ԧ݃మ,భ൯൨  

Ԧమݎ  )25( = ଵଷ ݎԦ + ∗Ԧݎ2 − ൫௧ି௧బ൯మହସ ൫ Ԧ݃ + 2 Ԧ݃ + 6 Ԧ݃భ,భ + 9 Ԧ݃మ,భ൯൨  

)26(  

تقريب بردار ، )26(و  )25( روابطدر  )24(و  )23(وابط ري ربا جايگذا
  :شود موقعيت نقاط مياني اوليه حاصل مي

Ԧభݎ)27( = ଵଷ 2ݎԦ + ∗Ԧݎ − ൫௧ି௧బ൯మହସ ൫5 Ԧ݃ + 10 Ԧ݃,ଶ + 3 Ԧ݃൯൨  

Ԧమݎ)28( = ଵଷ ݎԦ + ∗Ԧݎ2 − ൫௧ି௧బ൯మହସ ൫3 Ԧ݃ + 10 Ԧ݃,ଶ + 5 Ԧ݃൯൨  
، تقريب دوم شتاب گرانشِ دو )9(يا  )8(رابطة در ادامه، با استفاده از 

نمايش داده  Ԧ݃మ,మو  Ԧ݃భ,మآيد كه با  اني اوليه به دست مينقطة مي
  .شود مي

در مرحلة سوم، با توجه به اينكه نقاط مياني بين كدام نقاط مرجع      
شتاب گيرد، از تقريب  قرار مي) ابتدايي، پاياني و دو نقطة مياني اوليه(

با استفاده از دو نقطة مرجع در طرفين آن استفاده خطي گرانش 
 :شود مي

)29(  Ԧ݃ = ଵே ۔ۖەۖ
ܰ)ۓ − 3݇) Ԧ݃ + 3݇ Ԧ݃భ,మ          0 ≤ ݇ ≤ ேଷ(2ܰ − 3݇) Ԧ݃భ,మ + (3݇ − ܰ) Ԧ݃మ,మ ேଷ < ݇ ≤ ଶேଷ3(ܰ − ݇) Ԧ݃మ,మ + (3݇ − 2ܰ) Ԧ݃    ଶேଷ < ݇ ≤ ܰ  

هاي گرانش نقاط مياني يادشده، بردار  استفاده از شتاببا 
در نهايت، . شود محاسبه مي )17(و  )16(از روابط  موقعيت نقاط مياني

يا  )8(ابطة ر، از )17(و  )16(انش نقاط مياني منتج از روابط رشتاب گ
شود كه به مقادير آن در محاسبة بردار سرعت لازم  ، محاسبه مي)9(
  .نياز است )7(

تقريب شتاب گرانش نقاط مياني با استفاده از نقطة  -4
ابتدا تقريب  در اين روش، :يي، پاياني و سه نقطة مياني اوليهابتدا

از ) Ԧ݃య,భو  Ԧ݃భ,భ ،Ԧ݃మ,భ(گرانشِ سه نقطة مياني اوليه نخست شتاب 
ܰبه ازاي  )29(رابطة  = ݇و  4 =   :آيد به دست مي 1,2,3

)30( Ԧ݃భ,భ = ଵସ ൫ Ԧ݃ + 3 Ԧ݃భ,మ൯  

)31( Ԧ݃మ,భ = ଵଶ ൫ Ԧ݃భ,మ + Ԧ݃మ,మ൯  

)32( Ԧ݃య,భ = ଵସ ൫3 Ԧ݃మ,మ + Ԧ݃൯  

در . شود وش سوم محاسبه ميروابط راز  Ԧ݃మ,మو  Ԧ݃భ,మآن،  ركه د
به ازاي  )17(و  )16( وابطرابطة اخير در رسه با جايگزيني مرحلة دوم،  ܰ = ݆و  4 = حاصل  ي اوليهط ميانا، تقريب بردار موقعيت نق1,2,3

  :شود مي

Ԧభݎ  )33( = ଵସ 3ݎԦ + ∗Ԧݎ − ൫௧ି௧బ൯మଽ ൫3 Ԧ݃ + Ԧ݃ + 14 Ԧ݃భ,భ   ൫௧ି௧బ൯మଽ  +12 Ԧ݃మ,భ + 6 Ԧ݃య,భ൯൨  
Ԧమݎ  )34( = ଵଶ ݎԦ + ∗Ԧݎ − ൫௧ି௧బ൯మଽ ൫ Ԧ݃ + Ԧ݃ + 6 Ԧ݃భ,భ   ൫௧ି௧బ൯మଽ +10 Ԧ݃మ,భ + 6 Ԧ݃య,భ൯൨  
Ԧయݎ  )35( = ଵସ ݎԦ + ∗Ԧݎ3 − ൫௧ି௧బ൯మଽ ൫ Ԧ݃ + 3 Ԧ݃ + 6 Ԧ݃భ,భ  ൫௧ି௧బ൯మଽ +12 Ԧ݃మ,భ + 14 Ԧ݃య,భ൯൨  

  و يا

Ԧభݎ  )36( = ଵସ 3ݎԦ + ∗Ԧݎ − ൫௧ି௧బ൯మଵଽଶ ൫13 Ԧ݃ + 33 Ԧ݃భ,మ  ൫௧ି௧బ൯మଵଽଶ +21 Ԧ݃మ,మ + 5 Ԧ݃൯൨  
Ԧమݎ  )37( = ଵଶ ݎԦ + ∗Ԧݎ − ൫௧ି௧బ൯మଵଽଶ ൫5 Ԧ݃ + 19 Ԧ݃భ,మ  ൫௧ି௧బ൯మଵଽଶ +19 Ԧ݃మ,మ + 5 Ԧ݃൯൨  
Ԧయݎ  )38( = ଵସ ݎԦ + ∗Ԧݎ3 − ൫௧ି௧బ൯మଵଽଶ ൫5 Ԧ݃ + 21 Ԧ݃భ,మ  ൫௧ି௧బ൯మଵଽଶ +33 Ԧ݃మ,మ + 13 Ԧ݃൯൨  

، تقريب دوم شتاب گرانشِ )9(يا  )8( رابطةاز  استفادهدر ادامه با 
آيد كه با  به دست مي )37(تا  )35(سه نقطة مياني اوليه مطابق روابط  Ԧ݃భ,మ ،Ԧ݃మ,మ  وԦ݃య,మ شود مي داده نمايش.  

در مرحلة سوم، با توجه به اينكه نقاط مياني بين كدام نقاط 
گيرد، از تقريب  قرار مي) ابتدايي، پاياني و سه نقطة مياني اوليه(مرجع 

با استفاده از دو نقطة مرجع در طرفين آن استفاده خطي شتاب گرانش 
 :شود مي

 

)39(  Ԧ݃ = ଵே ۔ۖەۖ
ۓ (ܰ − 4݇) Ԧ݃ + 4݇ Ԧ݃భ,మ               0 ≤ ݇ ≤ ேସ2(ܰ − 2݇) Ԧ݃భ,మ + (4݇ − ܰ) Ԧ݃మ,మ  ேସ < ݇ ≤ ேଶ(3ܰ − 4݇) Ԧ݃మ,మ + 2(2݇ − ܰ) Ԧ݃య,మ ேଶ < ݇ ≤ ଷேସ4(ܰ − ݇) Ԧ݃య,మ + (4݇ − 3ܰ) Ԧ݃     ଷேସ < ݇ ≤ ܰ  
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حسب تعداد ن خطا بر
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 اي خطيگون با فرض شتاب گرانش تكه مدل زمين بيضيحل تقريبي سرعت لازم در 
  پژوهشي علوم و فناوري فضايي -فصلنامة علمي

 7/   1395پاييز   /3شمارة /  9 جلد

سازي و روش تكرارپذير  روش مطرح در منابع شامل روش خطي
  .شود دقت و بار محاسباتي مقايسه مي لحاظزارچان از 

اي در نظر گرفته  در حل عددي، هدف به صورت يك جرم نقطه
شده است كه تنها تحت تأثير شتاب گرانش در مسير حداقل انرژي 

بردار موقعيت . كند براي رسيدن به موقعيت اولية فضاپيما حركت مي
Ԧ(0)ݎاولية فضاپيما  = [6400 0]் km عيت اولية و اندازة بردار موق

اي آن با  كيلومتر نسبت به مركز زمين و موقعيت زاويه 6400هدف 
زمان نهايي براي محاسبة . شود توجه به زاوية برد در نظر گرفته مي

  .سرعت لازم فضاپيما براي مدار حداقل انرژي اعمال شده است

  
  )الف(

 
  )ب(

در مدل  براي زواياي برد مختلف چانرزا تكرارپذيرروش  خطاي فاصلة - 2 شكل
  4-6در بازة ) ب 1-6در بازة ) الف تعداد تكرارحسب برزمين كروي 

تكرارپذير كارآمد توسط زارچان براي يك روش ] 11[در مرجع 
با تعداد در اين روش، حل عددي . ده استحل مسئلة لامبرت ارائه ش

 ارقبول همگ قابل زمين كروي، به دقت، در مدل كم نسبتاًتكرار 
دو مقياس نمايش داده  رد روضوح بيشت كه براي 2شكل در  .شود مي

البته . فاصلة خطا برحسب تعداد تكرار ترسيم شده استشده است، 
مقادير فاصلة خطا تنها به ازاي اعداد صحيح محور افقي، مقدار خواهد 
داشت و براي مقادير غير صحيح تنها براي نمايش بهتر به صورت 

دو  با توجه به اين شكل براي مقايسه با. سته ترسيم شده استخط پيو
تعداد پنج سازي،  اي خطي و خطي يب شتاب گرانش تكهروش تقر

 رشده است تا از لحاظ از با انتخابتكرار براي روش زارچان 
  .درگي راريك محدودة قابل قياس ق رمحاسباتي د

 )57(سازي از رابطة تقريبي بردار سرعت لازم  در روش خطي
] 14- 18[با استفاده از روابط مراجع ) الف(شود كه در پيوست  استفاده مي

  .استخراج شده است

  بار محاسباتي
تفريق با واحد فلاپس بار محاسباتي معمولاً با شمارش اعمال اصلي جمع و 

هاي ديگر رياضي مانند ضرب،  بار محاسباتي عمليات. شود محاسبه مي
نسبت به بار محاسباتي اعمال اصلي سنجيده ... تقسيم، جذر، توابع مثلثاتي و 

، بار ]25[در مرجع . شود كه برحسب نوع پردازشگر متفاوت است مي
و توابع مثلثاتي و  فلاپس 30- 10فلاپس، تقسيم و جذر  1محاسباتي ضرب 

 البته روند ساختار محاسباتي توابع طوري. فلاپس ذكر شده است 50نمايي 
رفته است كه بار محاسباتي اين نوع توابع به مقدار زيادي كاهش يافته پيش 
به استاندارد بخش محاسبات پيشرفتة ناسا ] 26[به طور نمونه، مرجع . است

آن را در قالب مرجع و استاندارد بار ارجاع داده است كه سازمان فضايي هند 
در اين . كند هاي خود استفاده مي ها و كدهاي سامانه محاسباتي الگوريتم

استاندارد، بار محاسباتي ضرب، تقسيم، جذر و توابع سينوس و كسينوس به 
مرجع، براي  در اين. فلاپس مشخص شده است 8و  8، 4، 4، 1ترتيب 

تم تخمين وضعيت ماهواره، دو رابطة بار مقايسة بار محاسباتي دو الگوري
  .است محاسباتي برحسب فلاپس به دست آمده 

در ) مانند توابع مثلثاتي و جذر(با توجه به اينكه بار محاسباتي توابع 
ها متفاوت است، استخراج روابط بار محاسباتي برحسب اين توابع  پردازنده

ن زمان محاسبة مزيت دارد، زيرا از اين طريق تخمي) برحسب فلاپس(
در صورتي كه اگر زمان محاسبه به ازاي يك . پردازشگر ميسر خواهد بود

پردازشگر در دسترس باشد، تخمين زمان محاسبه به ازاي پردازشگر ديگر 
دشوار خواهد بود و به مشخصات هردو پردازشگر در زمان محاسبة توابع 

تي الگوريتم به علاوه، با داشتن رابطة بار محاسبا. مختلف نياز است
برحسب بار محاسباتي توابع، انتخاب پردازندة مناسب با توجه به نوع توابع 

همچنين، براي دستيابي به دقت خاص، در صورتي كه . ميسر خواهد بود
براي توسعه  مورد نياز ةنباشد، مشخصات پردازند كافي پردازنده سرعت

 )وص بار محاسباتي هر يك از توابعخصمشخصات پردازنده در(
  .آيد دست مي به
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بار محا  حاضر،
توايك فلاپس،  

يبرتق ين اساس،
ي محاسبة بردار

نقاط رحسب تعداد
2)به) 43(و ) 42(ط  + ݊)ܳ  

(3 + ݊)ܳ  

 محاسباتيِ روش
 زارچان، بار مح
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  )پس
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)43( 
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تقريبي محاسبه ش
)44(17 +   ܵ(ܫ4

)45(
تعداد ܫكه در آن،
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با توجه به بنابراين

:نتخاب شده است
شتاب روش .1

5ܳ يمحاسبات
روش شتاب .2

1ܳ محاسباتي
سا روش خطي .3 فلاپس 140+  ܳ
روش تكرارپ .4

+ 37ܵ برابر با

بار محا - 3 شكل
مدل زمين كر
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 9/   ي فضايي

خطي نسبت به 
كرارپذير زارچان 
ه دقت يكساني 

گون  زمين بيضي
 در مدل زمين 
فاصلة خطا براي 

گون  زمين بيضي
مياني در ش نقاط 

 1 جدولدر يج 
ج با اصلاح  نتاي

. مين كروي دارد
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عت لازم بدون 
از همان روابط 
ش دقت روش 

طي با دو روش 
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كه نتيجة آن در 
طور كه مشاهده 

 2ياي بيش از 
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 روش تكرارپذير 
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مزيت . ري دارد
ز آن، استخراج 

پژوهشي علوم و فناوري
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تكرارپذير زارچان
درجه دقت بيشتر
 كه با استفاده از

پژ -فصلنامة علمي
پ  /3شمارة /  9 جلد

زمين كرويمدل 
اما نس جحيت دارد،
تا زاو) ي يكسان

گون مين بيضي
اي قت روش تكه

ن كروي مقايسه
اعمال شده ଶܬت 

براي مدل زمين
به رابط ଶܬ عبارت 
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هايي كه تق  بازه
ش، دقت بهتري

اين موض.  كرد
  .شود

، فاصلة خطاي ر
گون، مقايس  بيضي

ترسيم شده است
 فرض مدل زمين
ن نمايش داده شد
س ي روش خطي
ي دارد و نسبت

د وشر همچنين،
تر ي برد كوچك

سازي، فاصلة خطي
ادشده به ازاي زو
سرعت لازم در

اي خطي ولِ تكه
، فاصلة خطاي ك
ه، بار محاسباتي آ
پذير زارچان است

بنا. سيم شده است
اي خطي ش تكه

سبت به روش ت
د 18ا زاوية برد

خطي اين است

در مجموع در م
سازي ارج ش خطي

زاي بار محاسباتي
 

ج براي مدل ز
ن بخش ابتدا، دق

دل زمينت به م
گون تنها عبارت ي

ي برد مختلف، ب
ون اضافه كردن

اي خطي، ش تكه
.است شده  ست

اعمال(ب گرانش 
صورت اصلاح نش

در. يابد ش مي
لاح شتاب گرانش

نشده استفادهلاح
ش ي خطي نيز مي

،7و  6هاي  شكل
ر در مدل زمين

نقطه ت با خط 6 ل
 سرعت لازم با

گون  زمين بيضي
شود، فاصلة خطاي
ه، افزايش شديدي

ه .ي خواهد داشت
ي، به ازاي زواياي
رپذير زارچان و خ
است كه روش يا
حل دقيق بردار س

روش او. ري دارد
درجه، 5/10 برد

ن دارد، به علاوه
از روش تكرارپر

لة خطا مجاز ترس
گون نيز، روش ي

مدتر است و نس
تا) سباتي يكسان
خ اي ر روش تكه

  
  
  
  
  
  
  
  
 

 
روش  و

با هشت
 تا زاوية
روش به

قابل  جه
، مقدار 
 صورتي
سباتي دو

 

سازي  طي

 

اي   تكه

     
روش

به از(
.دارد

نتايج
در اين
نسبت
بيضي
زواياي

بدو/با
روش
فهرس
شتاب

صدر 
افزايش
اصلا
اصلا
اي تكه
در ش
ديگر
شكل
بردار
مدل
ش مي

درجه
كمي
مياني
تكرار
اين ا

از حل
كمتر
زاوية

زارچان
كمتر
فاصلة
بيضي
كارآم
محاس
ديگر

 اي خطيرانش تكه

درجه 6وية برد
  . است
اي خطي ب ب تكه

چان با پنج تكرار،
، هردو ر5 شكل

درج 12د وية بر
اي خطي ش تكه
در. استزارچان

س باشد، بار محاسب

اي خطي، خط ش تكه
  ن كروي

سه روشبراي  مجاز
  مدل زمين كروي

گون با فرض شتاب گر ي

تا زاو اي خطي ه
جه قابل استفاده

، روش دومِ تقريب
ش تكرارپذير زارچ
ش دارد و مطابق

تا زا ك كيلومتر،
 محاسباتي روش
 روش تكرارپذير ز

فلاپس 4برابر  ܵ 

براي سه روش برد ةوي
زارچان در مدل زمين

مج خطاي ةسب فاصل
در مچان ركرارپذير زا

مدل زمين بيضيت لازم در 

روش تكه يلومتر،
درج 3 تا زاوية برد 

،4 شكلتوجه به 
يسه با روشمقادر 

ه، دقت يكساني
مجاز يك  خطاي
اما بار. هد بود

فلاپس بيشتر از 
باتي هر عمليات

  .شود برابر مي

خطا برحسب زاو ةصل
و تكرارپذير ز

برد برحس ةحداكثر زاوي
سازي و تك طي، خطي

 

حل تقريبي سرعت

يك كي مجاز
،سازي خطي

با ت ،همچنين
نقطة مياني د

درجه 11برد 
ازاي فاصلة

ف 127-37ܵ استفاده خواه
كه بار محاسب

تقريباً ب روش

فاص - 4 شكل

ح - 5 شكل
خط
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اي  وش تكه
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مين كروي 
 خطي ارائه 
ش، نسبت به 
. شتري دارد

ي براساس 
 تكرارپذير 
درجه دقت 
مدل زمين 
 محاسباتي 
هد داشت، 

اي  ش تكه
 زارچان تا 
ه ازاي مدار 

اي  ش تكه
يت سرعت 
م و امكان 
 استفاده از 

اي خطي  كه
ي بردهاي 

قاني محمدآبادي و سيدحم

براي سه رو مجازاي 
گو ر مدل زمين بيضي

 ي

اسبة بردار سرعت
يي براي مدل زم

اي  گرانش تكه
هد كه اين روش

يشتدقت ب) رابر
هشت نقطة مياني
 نسبت به روش

د 11 زاوية برد 
اي خطي در م ه

 زارچان با بار
قت بيشتري خوا
يك كيلومتر، رو
روش تكرارپذير
به نتايج يادشده 

مزاياي ديگر روش
 ماتريس حساسي
سئلة سه جسم
، كاليبراسيون و
لاوه، از روش تك

ي تكرارپذير براي

محسن دهق

خطا ةد برحسب فاصل
 تكرارپذير زارچان در

گيري نتيجه

قريبي براي محا
دار موقعيت نهاي
از فرض شتاب
دهدي نشان مي

بار محاسبات بر
با ه(اي خطي  ه

ل زمين كروي
 تقريباً برابر تا

 روش دومِ تكه
وش تكرارپذير

درجه دق 18رد 
ة خطاي مجاز ي

درجه و ر 12د 
البته. رآمد است
از م.  آمده است

 روابط تقريبي
تقريبي براي مس
بهتر نقاط مياني

به علا. سان است
هاي ليه در روش

برد ةحداكثر زاوي -7
سازي و خطي، خطي

روابطي تقمقاله،
بعدي با قيد بر ه

گون با استفاده 
نتايج حل عد. ت

با ب(سازي  طي
، روش دومِ تكه

در مدل) ة ميانه
با بار محاسبات

اما. كساني دارد
ون نسبت به ر
كسان تا زاوية بر
كه به ازاي فاصلة
وم تا زواياي برد

درجه كار 5/4رد
نرژي به دست
ابليت استخراج
ستخراج روابط ت
دقت با تخمين ب
س زماني غير يك

 براي حدس اول
  .فاده كرد

جع
راج
 نيز
قاط
هاي
طي
بلند

دو

 
ي و

7 شكل
خ

در اين م
حالت سه
گ و بيضي

شده است
روش خط
همچنين
يك نقطة
زارچان ب
تقريباً يك

گون بيضي
تقريباً يك
طوري ك
خطي دو
زواياي بر
حداقل ان
خطي، قا
لازم، اس
افزايش د

هاي بازه
توان مي

بلند استف

طور كه در مر ن
عت نهايي استخر
مسئلة چند جسم
 تخمين بهتر نق
ه  استفاده از بازه

اي خط روش تكه
 براي بردهاي ب

اي خطي براي د  تكه
  

 

  ࡶي با تقريب

با اصلاح
 شتاب گرانش

51 
603 
1135 
1940 

6043 

15149 

30594 

سازي ي خطي، خطي
  ون

  ي فضايي

پذير است؛ همان ن
م با قيد بردار سرع
ي خطي براي مس

توان با ي را مي
و] 19[ش مرجع

ين، از رهمچن. د
هاي تكرارپذير ش

رد مختلف در روش
گون ي و زمين بيضي

)متر(فاصلة خطا

مدل زمين بيضوي

بدون اصلاح
  شتاب گرانش

160 
303 
911 
3128 

8400 

18349 

34534 

اي براي سه روش تكه 
گو بيضير مدل زمين
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 حساسيت امكان
ردار سرعت لازم
اي لاوه، روش تكه

اي خطي ش تكه
ون مطابق روش
ن بهبود بخشيد
حدس اوليه روش

بر ايخطا براي زاوي ة
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ف
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ش
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 سازي روش خطي –پيوست الف 

، معادلات )ZEMሬሬሬሬሬሬሬሬԦ( رخطاي تلاش صف بردارمحاسبة  در اين روش، براي
سازي و  خطي ...)ابتدايي، پاياني، ميانگين و ( حركت حول يك نقطه

 :]14-18[شده است حل 

)46( ZEMሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = Ԧ்ݎ൯൫ݐଵ൫ܨ బ − Ԧ൯ݎ + Ԧݒ൯൫ݐଶ൫ܨ బ் −   Ԧ൯ݒ

ݐ)زمان باقيمانده تا زمان نهايي  ݐكه در آن،  = ݐ − Ԧ்ݎ، (ݐ బ 
Ԧݒو  బ் به ترتيب، بردار موقعيت و سرعت اولية هدف است .

استخراج ) 48(و ) 47(مطابق روابط  ଶܨو  ଵܨهمچنين، توابع 
 ]:18، 14[ شود مي

൯ݐଵ൫ܨ )47( = ܫ + ாଶ! ଶݐ + ⋯ + ாೌೣ(ଶೌೣ)! ଶೌೣݐ   

൯ݐଶ൫ܨ )48( = ܫݐ + ாଷ! ଷݐ + ⋯ + ாೌೣ(ଶೌೣାଵ)!   ଶೌೣାଵݐ

ܧكه  = ߲ Ԧ݃ Ԧܶݎ)߲ − يبي رابطة تقرمحاسبة آن، دو براي است و  ⁄(Ԧݎ
پيشنهاد در مدل زمين كروي  ]18[و ] 14[اجع رم ربه ترتيب د رزي

ܧ  :شده است = ቈܧெܫ + ாିாಾ൫ԦబିԦబ൯Ԧబ Ԧ்ݎ బݎԦ் బ் , ெܧ = − ఓబయ  , ்ܧ = − ఓబయ   

)49( 

ܧ )50( = − ఓோబయ ቂܫ − 3 ோሬԦబோሬԦబோబమ ቃ  
. سازي حول آن انجام شده است اي است كه خطي نقطه ሬܴԦ در آن، كه

  :شده استپيشنهاد سازي  نقاط زير براي خطي ،]18[در مرجع 
)51( ሬܴԦ =   Ԧݎ

)52( ሬܴԦ = Ԧ்ݎ బ  

)53( ሬܴԦ = ଵଶ ൫ݎԦ + Ԧ்ݎ బ൯  

)54( ሬܴԦ =   ∗Ԧݎ

)55( ሬܴԦ = ଵଷ ൫ݎԦ + Ԧ்ݎ బ +   Ԧ∗൯ݎ

بردار سرعت لازم را به  رابطةتوان  ، مي)46( رابطة براساس
  :زير به دست آوردصورت 

Ԧோݒ )56( = Ԧݒ బ் + ଶିܨ ଵ൫ݐ൯ܨଵ൫ݐ൯൫ݎԦ் బ −   Ԧ൯ݎ

يا از  )49(از رابطة  ܧبراي حالتي است كه ماتريس ) 56(رابطة البته 
دقت . محاسبه شده باشد )53(تا  )51(سازي  با نقطة خطي )50(رابطة 

، )48( و )47(شدة روابط اين تقريب به تعداد جملات در نظر گرفته
و نقطة  )50(يا  )49(، رابطة ܧانتخاب تقريب ماتريس ماتريس 

 )48( و )47(افزايش تعداد جملات روابط . سازي بستگي دارد خطي

پس، انتخاب تعداد جملات، . شود سبب افزايش بار محاسباتي مي
سازي بايد با توجه به دقت مورد نياز و  و نقطة خطي ܧتقريب ماتريس 

از رابطة تقريبي  بنابراين، خطاي حاصل. بار محاسباتي مجاز باشد
جملات، براي شش روش حسب تعداد بر )56(رعت لازم بردار س

 )50( رابطة كه در آنها ازاست هايي  بررسي شده است كه شامل روش
براي نقطة  )55(تا  )51(و از نقاط روابط  ܧماتريس براي تقريب 

ده است و به ترتيب با روش يك تا پنج سازي استفاده ش خطي
به كار  ܧرا براي تقريب ماتريس  )49(گذاري و روشي كه رابطة  نام

هاي يادشده برحسب  ، خطاي حاصل از روش8 شكلدر . برده است
مشاهده  8 شكلطور كه از  همان. تعداد جملات ترسيم شده است

است،  )55(سازي كه حول نقطة رابطة  خطي شود، روش پنجمِ مي
اشاره ] 18[ارجحيت روش پنجم در مرجع به البته  .دقت بيشتري دارد

حسب تعداد جملات در آن مرجع بررسي شده است، اما دقت روابط بر
سازي، تنها از سه  وش خطيراي رب 8 شكلبا توجه به  .شده استن

  :شود؛ يعني استفاده مي )48( و )47( وابطر رجملة اول د
 

)57(
Ԧோݒ = Ԧݒ బ் + ቂݐܫ + ଵଷ! ଷݐܧ + ଵହ! ହݐଶܧ ቃିଵ ×  

                   ቂܫ + ଵଶ! ଶݐܧ + ଵସ! ସݐଶܧ ቃ ൫ݎԦ் బ −   Ԧ൯ݎ

تابعي از سرعت لازم  ∗Ԧݎاست كه در اين مسئله،  ذكرشايان 
 )55(و  )54(سازي حول نقاط حاصل از روابط  است و بنابراين، با خطي

 )56(توان به صورت صريح رابطة سرعت لازم را مشابه رابطة  نمي
، )55(و  )54(سازي حول نقاط روابط  استخراج كرد، پس، براي خطي   .ض شده استرمحاسبه و معلوم ف به صورت عددي ∗Ԧݎ

 

 ܧماتريس  يبرتقهاي مختلف  براي روش ௫݊حسب فاصلة خطا بر - 8 شكل
ݎ(ژي رحداقل ان رو مدا درجه 3برد  ةبراي زاوي سازي در روش خطي = ݎ் బ = 6400 km , ݐ = 267.01 s(  
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