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In this research, the problem of optimal trajectory design of an upper stage is 
consideredfor satellite injection into Geostationary orbit in 3-Dimensional space. The 
optimal multi-burn trajectory is obtained based on Euler-Lagrange theory with minimum 
fuel consumption criteria. Instead of using switch function for obtaining the switching 
times, which complicates the numerical solution of the optimal control problem, the 
presented algorithm uses a simple and optimal process to find the burn and coast times. 
To solve the tow point boundary value problem, an improved indirect shooting method 
with high performance is used which in addition tohaving higher precision, converges 
very fast to the desired condition. 
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طراحي مسير بهينه يك بلوك انتقال مداري جهت 
 پيشرانشبا  زمين آهنگ تزريق ماهواره به مدار
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مسئلة طراحي مسير بهينة يك بلوك انتقال مداري جهت تزريق ماهواره به مدار  ،در اين تحقيق
مسير بهينه چند سوزشي  براساس تئوري . باشد بعدي مورد نظر مي زمين آهنگ در فضاي سه

هاي روشن و  جهت تعيين زمان. آيد دست مي بهمصرف سوخت  معيار حداقل لاگرانژ با- ويلرا
شود، از يك روش  خاموشي موتور، به جاي استفاده از تابع سوييچ كه سبب پيچيدگي محاسبات مي

. فعال و بالعكس تعيين شوند هاي فعال به غير هاي سويچ از فاز ساده و بهينه استفاده شده تا زمان
با كارايي بالا  بهبود يافته نقطه از يك روش پرتابي غيرمستقيم چنددر  مسئلة شرط مرزياي حل بر

به شرايط مرزي مورد نظر  نيز ، با سرعت بسيار خوبيدقت بالابر تأمين  علاوه كه است استفاده شده
  .شود ميهمگرا 

  زش چندگانهمسير بهينه، بلوك انتقال مداري، مدار زمين آهنگ، سو: هاي كليدي واژه

  123علائم و اختصارات

  r شعاعي جسم از مركز زمين در هر لحظه ةفاصل

 x,y,z جسم در هر لحظه بردار موقعيتهاي مؤلفه

   اي زمين  پارامتر جاذبه

 T  پيشرانش نيروي ةانداز

 C سيستم پيشرانش ةسرعت مشخص

 m  اي جسم  جرم لحظه

 پيشرانش در صفحه پروازةزاوي
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 )نويسنده مخاطب(دانشجوي دكتري . 1

 دانشيار. 2

 استاد. 3

  ߰  صفحه پرواز در خارج ازپيشرانش ةزاوي

 i  شيب مداريةزاوي

 v  سرعت 

  ℎሬԦ  اي حركت زاويه ةبردار انداز

 H  تابع هميلتونين

  مقدمه 
منظور كاهش مصرف  هاي فضايي بهينه بهمسئلة طراحي مسير

سوخت يا تزريق حداكثر جرم محموله به مدار، يكي از موضوعات 
بوده  1950بسيار مهم و مرتبط با موضوعات هوافضايي از سال 
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و  6، ميل5، ليتمن4لاودن نندپيشگامان اين حوزه افرادي ما. است
هدايت يك حامل فضايي و  مسئلة طراحي مسير. اند بوده 7ادلبوم

جهت تزريق ماهواره به مدارهاي با ارتفاع بالا در سه مرحله صورت 
 شود ميبرخاستن موشك حامل شروع  ةمرحله اول از لحظ. گيردمي

بر  علاوه در اين مرحله. ابديو تا زمان عبور آن از جو غليظ ادامه مي
و پيشران، نيروها و گشتاورهاي  بة زمينجاذ نيروها و گشتاورهاي

هدايت سيستم حامل  معمولاًبر وارد و آيروديناميكي هم به ماهواره
مرحله دوم پس از . شود ميحلقه باز انجام صورت  بهدر اين مرحله 

و تا زمان تزريق  شود ميعبور سيستم حامل از جو غليظ شروع 
ن مدار پارك ادامه ميفضاپيما در يك مدار با ارتفاع پايين با عنوا

 نظر صرف در اين مرحله از نيروها و گشتاورهاي آيروديناميكي. ابدي
و پيشران مورد  جاذبة زمين نيروها و گشتاورهاي صرفاًو  شود مي

صورت  بههدايت حامل ماهواره در اين مرحله . گيرد نظر قرار مي
ما در مرحله سوم پس از قرار گرفتن فضاپي. شودحلقه بسته انجام مي

و تا زمان تزريق ماهواره در مدار هدف، كه  شود ميمدار پارك شروع 
تواند يك مدار خورشيد آهنگ يا يك مدار زمين آهنگ باشد، مي

مراحل اول و دوم يعني پرتاب تا قرار دادن  معمولاً. ادامه يابد
شود و مرحله فضاپيما در مدار پارك توسط سيستم حامل انجام مي

ل از مدار پارك تا مدار نهايي هدف، توسط بلوك سوم يعني انتقا
در مراحل  8انتقال مداري هاي بلوك. گيرد انتقال مداري صورت مي

 ها بلوكمسير حركت اين . گيرندهاي حامل قرار ميفوقاني موشك
تزريق ماهواره به مدار يا انتقال  ة آنهاو وظيف استخارج از جو 

  .است موريت نهاييمأ هاي مدارماهواره به 
تئوري براساس  عموماًدر خارج از جو  طراحي مسير بهينه

 ةحل مسير بهينه نيازمند حل مسئل. شودمي ريزي پايهكنترل بهينه 
هاي مختلفي روش. بسيار مشكل شرايط مرزي در دو نقطه است

در مراجع ارائه شده است كه در حالت  مسئلة كنترل بهينهبراي حل 
هاي غير مستقيم، مستقيم و تركيبي شها را به روتوان آنكلي مي
حل سيستم براساس هاي غير مستقيم روش. نمود بندي تقسيم

مقدار  ةمسئل عنوان بهباشند كه معادلات ديفرانسيل معمولي مي
به كمك حساب تغييرات بيان  عموماًو  استمرزي هميلتونين مطرح 

 هينهمسئلة كنترل بهاي مستقيم، در روش ،از سوي ديگر. شوندمي
برنامه ريزي  كه مسئله خطي غير سازي بهينه ةبه يك مسئل

روش تركيبي از مزاياي . شود ميشود، تبديل ناميده مي 9غيرخطي
هاي جستجوي گرادياني مانند روش. بردبهره مي مذكورهر دو روش 
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4. Lawden 
5. Leitmann 
6. Miele 
7. Edelbaum 
8. Upper Stages 
9. Nonlinear Programming Problem 

براي تعيين مسيرها و  SQP11و يا روش  10سقوط ترين سريعروش 
كار ميبه 12تاكر -كوهن كنترل بهينه، با ارضاي شرايط بهينگي

هاي جستجوي غير گرادياني مانند الگوريتم همچنين از روش. روند
توان براي حل مسائل نيز مي 13ژنتيك يا الگوريتم اجتماع پرندگان

 سازي بهينهمعمولاً مسئله  .استفاده نمود خطي غير ريزي برنامه
حاصله بسيار بزرگ بوده و عموماً با استفاده از  خطي غير

دست آمده  حل نهايي به. شوند سازهاي تجاري موجود حل مي بهينه
سازي  احتمالاً بهينه است و به نحوة گسستههاي مستقيم  از روش

. متغيرهاي حالت و كنترل و تطبيق آن با مسئلة اصلي بستگي دارد
 حالت شبهاي مستقيم از متغيرهاي ه از آنجاكه در فرايند حل روش

شود، نتايج نهايي حاوي يك تضمين تحليلي از بهينگي  استفاده نمي
هاي غيرمستقيم، نيازي به پارامتري نمودن  بالعكس، روش. باشد نمي

ان ندارد و به لحاظ عددي بسيار دقيق تر متغير با زم هاي كميت
ينكه يك مشروط بر ا. كنند است و بهينگي محلي را تضمين مي

حدس اوليه مناسب صورت گيرد كه اين كار نسبتاً چالش برانگيز 
حالت غير شهودي است و يك  است، زيرا مقادير اولية متغيرهاي شبه

دهند كه بايد حدس زده  مجموعه پارامترهاي مجهول را تشكيل مي
هاي مستقيم از لحاظ همگرايي مقاوم هستند و  ولي روش. شوند

  .س اوليه ضعيف، به نتايج دلخواه همگرا شوندقادرند حتي با يك حد
مختلفي براي طراحي مسير و هاي  گذشته، روش ةدر طول چند ده

هاي حامل ماهواره مورد بررسي و مطالعه  هدايت فاز فعال سيستم
 1969و همكاران در سال  14براون .اند قرار گرفته و توسعه يافته

 خلأبه هدايت حلقه بسته در فاز  يابي دسترا براي  ها تلاشاولين 
 مسئلة مقدار مرزيعنوان يك  به مسئلة مسير بهينه ].1[ انجام دادند

تزريق مداري و  هاي مأموريتبراي يافتن قوانين هدايت بهينه جهت 
 راستاي 1970و همكاران در سال  براون .شدملاقات مداري، حل 

آوردند دست  بهگي از شرايط بهينبا استفاده را  پيشران بردار بهينه
مسئلة مقدار بهبود يافته براي حل  15از يك روش پرتابي و] 2[

يك  2000در سال  16كاليس .در دو نقطه استفاده نمودند مرزي
سازي مسير فاز فعال سيستم  روش تركيبي بهبود يافته براي بهينه

عددي /در اين تحقيق از يك الگوريتم تحليلي]. 3[ حامل ارائه داد
 ،فعال بهينه به همراه يك فاز غير سازي مسير فاز فعال براي بهينه

انتهايي آزاد بوده و آرگومان  هاي زماناستفاده شده است كه در آن 
يك قيد نهايي اضافه شده است كه  عنوان بهحضيض مدار نهايي 
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10. Steepest descent 
11. Sequential Quadratic Programming 
12. Karush-Kuhn-Tucker 
13. Particle Swarm Optimization 
14. Brown 
15. Shooting  method 
16. Calise 
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 .ناسب استم 17انتقالي زمين آهنگ براي صعود به يك مدار
در  را توسعه داد كه يالگوريتم 2003و  2002سال هاي  در 18داكمن

نقطه پس از خاموشي موتور اصلي  پيشرانش مقدار مرزي در دو آن
در اين تحقيق نشان داده شده كه روش پرتابي  ].5، 4[ شود آغاز مي
 .باشد ثر براي حل مسئله مذكور ميؤيك روش عددي م 19چندگانه

 دوداختلاف محبا استفاده از روش  2003و همكاران، در سال  لو
از . حل نمودندهدايت بهينه،  را براينقطه  مسئلة شرط مرزي در دو

لحاظ تئوري استفاده از يك سكوئنس چند سوزشي از نظر مصرف 
 ].6[ سوخت بسيار كارا تر از يك تزريق مستقيم تك سوزشي  است

كارگيري چند فاز فعال  هبسياري از مسائل انتقال مداري نيازمند ب
. اند رفعال نسبتاً طولاني از يكديگر جدا شدهكه با فازهاي غياست 

هاي تحقيقاتي انجام شده مربوط به  بنابراين يك سري از فعاليت
سال و همكاران در  براون. استهدايت در خلأ چند سوزشي   ةمسئل

سازي مسير چند سوزشي   تحقيقات اوليه در خصوص بهينه 1972
 ].8، 7[ ندكردده را انجام دادند و در مسائل واقعي هدايت استفا

كارهاي قبلي را توسعه داد و از تقريب  1972در سال  20ژوزفسكي
كاليس ]. 6[ دكرخطي براي بهبود كارايي محاسباتي استفاده  ةجاذب

براي يك الگوريتم  سوزشيسازي چند  قابليت بهينه ،2001در سال 
در سال كاليس و همكاران  ].11، 10[هدايت تركيبي را توسعه دادند 

جديدي از شرايط سوئيچ را توسعه دادند كه براي  شكل 2003
در لو و همكاران  .كارگيري است بسياري از شرايط نهايي قابل به

طراحي و هدايت بهينه چند سوزشي  فاز خارج از  ةمسئل 2008سال 
سريع و مطمئن با استفاده  يدر اين تحقيق راهكار. ندكردجو را ارائه 

خارج از جو يك  ةبراي طراحي مسير بهيناز روش پرتابي چندگانه 
فعال بهينه بين  حامل ماهواره، شامل دو فاز فعال و يك فاز غير

 ،2009سال  درآنها همچنين  ].12[ شده استهاي فعال، پيشنهاد  فاز
گانه  سازي چند سوزشي  را با روش پرتابي چند بهينه هحل مسئل

ان داده شده كه حتي در اين تحقيق نش. نددادصورت تحليلي ارائه  به
نظر بگيريم، الگوريتم  ها را به اندازه كافي بزرگ در اگر تعداد سوزش

 شود سازي به حل بهينه با تعداد سوزش صحيح همگرا مي بهينه
و  22بردار اصلي ةمسئل 2010در سال و همكاران  21جامينسون]. 13[

اين در . دندكرصورت تحليلي بررسي  تابع سوئيچ انتقال مداري را به
دو جسم بررسي و نشان داده  ةتحقيق رفتار تابع سوئيچ براي مسئل

شده كه استفاده از يك عبارت تحليلي براي تابع سوئيچ سبب 
كاهش عمده زمان محاسباتي مورد نياز جهت تعيين زمان فازهاي 
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17. Geo-synchronous Transfer Orbit 
18. Dukeman 
19. Multiple Shooting Method 
20. Jezewski 
21. Jaminson 
22. Primer Vector 

نشان داده شده كه بردار اصلي و تابع  ،همچنين. شود فعال مي غير
و  پن]. 14[باشد  كار رفته مي هختصات بسوئيچ مستقل از دستگاه م

حالت در طول  حل تحليلي متغيرهاي شبه 2012در سال همكاران 
در اين تحقيق . بعدي ارائه نمودند فعال بهينه را در حالت سه فاز غير

فعال براي مدارهاي بيضوي  فاز غير ةنشان داده شده كه طول بهين
بر حسب آنومالي  5 ةاي مرتب هاي يك چند جمله برابر با ريشه
هاي يك  اي، برابر با ريشه باشد و براي مدارهاي دايره حقيقي مي
توان در طراحي  اين نتايج را مي. خواهد بود 4 ةاي مرتب چند جمله

و همكاران هرناندز  ].16[ كار برد همسيرهاي بهينه چند سوزشي  ب
محدود به  پيشرانانتقال مداري  ةبراي مسئل 2013در سال 
اي استوايي، با استفاده از تئوري پايداري لياپانوف،  دايره مدارهاي

 K-S23در اين تحقيق از مدل تبديل . دندكريك حل تحليلي ارائه 
براي مسئلة دو جسم استفاده شد كه در آن معادلات حركت غير 

روش هدايتي . باشد اغتشاشي معادل با يك حركت نوساني ساده مي
مدار هدف  24انطباق با نيم قطر اصلي ابتدا: ارائه شده استدر دو فاز 

سپس . پيوسته فضاپيما محقق شده است پيشرانش با استفاده از
وسيلة مانور كمان  انطباق با شيب و خروج از مركز مدار هدف به

و همكاران  26اوليويرا]. 17[انجام شده است  25غيرفعال/هاي فعال
براي مسئلة انتقال مداري با پيشرانش پيوسته و با  2013 در سال

ارائه  را سازي مسير معيار حداقل مصرف سوخت، يك الگوريتم بهينه
براي مانور يك فضاپيماي با پيشرانش پايين،  ،در اين تحقيق. ددادن

سازي مسير با معيار حداقل مصرف  ضمن ارائه يك الگوريتم بهينه
پيشرانش نيز بررسي شده ة ندازسوخت، اثرات خطاهاي ناشي از ا

مسئلة طراحي  2013در سال و همكاران  علي حيدري]. 18[است 
را با استفاده از يك  on-off عملگرهايمسير و انتقال مداري با 

در اين تحقيق با . دندداروش تحليلي براي تابع سوئيچ بهينه ارائه 
عصبي  كارگيري شبكه هريزي ديناميكي و ب استفاده از روش برنامه

براي آموزش سيستم، يك حل تحليلي براي تابع سوئيچ بهينه ارائه 
براي  2013در سال  و همكاران 27برتانوفسكي]. 19[شده است 

با استفاده از  مدار زمين آهنگمسئله تزريق بهينه يك ماهواره در 
تعداد سوزش محدود موتور و با معيار حداقل مصرف سوخت، يك 

در اين تحقيق حل يك . دندداارائه را ر سازي مسي الگوريتم بهينه
هاي  هاي سيستم گسسته با استفاده از ويژگي-تركيبي پيوسته ةمسئل

 ،همچنين. محقق شده است 28كنترل گسسته از نوع اتوميتا
دن معيار حداقل مصرف كرپروازي بهينه با لحاظ هاي  سكوئنس

_________________________________ 
23. KustaanheimoStiefel 
24. Semi Major Axis 
25. Burn/Coast Arcs 
26. Oliveira 
27. Bortakovskii 
28. Automaton-type  



  
 
 
 
 

 

يان اميرعلي نيكخواه و جعفر روشنيپور،  مجتبي علوي   علوم و فناوري فضاييپژوهشي  - علمي ةفصلنام/16
 1395زمستان  /4 ةشمار/  9 جلد

دست  بهدن قيد تعداد روشن و خاموشي موتور، كر هبرآوردسوخت و 
 ].20[ آمده است

بعدي  طراحي مسير بهينة سهتمركز بر روي  ،مقالهدر اين 
. براي يك بلوك انتقال مداري با قابليت سوزش چندگانه است

و مسئله حساب براساس تئوري كنترل بهينه  طراحي مسير بهينه
، يك نقطه چندحل مسئلة شرايط مرزي در  براي .استتغييرات 

ريزي و  م با كارايي و دقت بسيار بالا طرحمستقيروش پرتابي غير
سازي شامل روشن  فرايند حداقل .است مورد استفاده قرار گرفته

در اين . استشدن موتور در نقاط حضيض يا اوج مدارهاي انتقالي 
هاي پروازي مختلف براي تزريق ماهواره به مدار  مقاله سكوئنس

الت دو بعدي بعدي بررسي و با نتايج ح زمين آهنگ در حالت سه
  .شود مقايسه مي

  بعدي در حالت سه ديناميك سيستم
در يك دستگاه مختصات انتقال مداري معادلات حركت يك بلوك 

بلوك انتقال مداري . شود گرد كارتزين بيان مي اينرسي راست
اي لحاظ و منجر به معادلات  عنوان يك سامانه با مدل جرم نقطه به

شود كه از قانون دوم نيوتن  ميحركت سه درجه آزادي سيستم 
كننده ديناميك سيستم  معادلات ديفرانسيل بيان. كند تبعيت مي

 ]:21[ عبارتند از اينرسيفضايي فوق در دستگاه مختصات 

ሷݔ  )الف-1( = − ଷݎߤ ݔ + ܶ݉ cos ߰ cos ߶ 
ሷݕ)ب-1( = − ଷݎߤ ݕ + ܶ݉ cos ߰ sin ߶ 
ሷݖ)ج-1( = − ଷݎߤ ݖ + ܶ݉ sin ߰ 
ሶ݉  )د-1( = −ܶܿ 

در واحدهاي . كنيم بعد مي ها را با پارامترهاي كانوني بي متغير
برابر واحد است، شعاع اوليه با واحد مسافت  µكانوني، ثابت جاذبه 

اي اوليه برابر با واحد مسافت  شود و سرعت مدار دايره بعد مي بي
همچنين، جرم اولية فضاپيما نيز بر . استتقسيم بر واحد زمان 

  .شود ن ميحسب واحد جرم بيا

  فرمولاسيون كنترل بهينه و روش حل آن
سازي مسير با  براي فرمولاسيون مسئلة كنترل بهينه جهت بهينه

حداقل مصرف سوخت از روش استاندارد حساب تغييرات استفاده و 
روابط حاصله به معادلات حركت فضاپيما تحت تأثير پيشرانش ثابت 

مسئلة ] 22[ر مرجع د. شود در دستگاه مختصات اينرسي اعمال مي
انتقال مداري در حالت دو بعدي حل شده است و در اين مقاله حل 

بعدي توسعه داده و نتايج با يكديگر مقايسه  مسئله به حالت سه
  .شود مي

است  u*(t) هدف مسئلة كنترل بهينه، يافتن تابع كنترل مجاز
 به حالت t0در زمان اوليه  x0 كه يك سيستم را از هر حالت اوليه

منتقل  x*(t)دن مسير بهينه كربا دنبال  tfدر زمان نهايي  xfنهايي 
صورت زير تعريف  كه به Jاي كه معيار عملكرد  هنمايد به گون

  .شود، بهينه شود مي

)2(      
ft

t

ff dtttutxgttxttutxJ
0

)),(),((),(),(),(

تعريف  Rmدر  u(0)و بردار كنترلي  Rnدر  x(0)بردار حالت 
  .دنشو مي

مشروط به قيود  )2( رابطة عملكردسازي معيار  مينيمم
تعريف  )3(رابطةصورت  ديناميكي سيستم تحت كنترل است كه به

  :شودمي
)3(  ttutxftx ),(),()(   

  : شودصورت زير نوشته مي در حالت كلي به (.) شرايط مرزي،
)4(   0),(,),( 00 ff ttxttx

صورت  بر روي مرزهاي مسيرهاي مجاز بهتوان قيود را هم مي
  :نامساوي زير در نظر گرفت

)5(    0),(),( ttutxC  
يك فرايند حل عمومي  ،براي مسئلة كنترل بهينه تعريف شده

ضرايب لاگرانژ . آيددست مي براساس حساب تغييرات به
qn RRt   cRtو )(, )( شوند تا همراه با معرفي مي

شرايط مرزي، قيود ديناميكي و قيود مسير به تابع هزينه اضافه 
  :آيددست مي صورت زير به به aJتابع هزينه افزوده. شوند

)6( 
   

 
 0

0 0( ), ( ), , ( ),

( ( ), ( ), ) ( ) ( ) ( ), ( ),

( ), ( ),

f

T
a f f f f

Tt

T
t

J x t t x t t x t t

g x t u t t t x t f x t u t t
dt

C x t u t t

 





   

     
 
  




 

  :كنيمصورت زير تعريف مي حال هميلتونين را به 

)7(   ( ), ( ), ( ), ( ), ( ( ), ( ), )

( ) ( ( ), ( ), ) ( ) ( ( ), ( ), )T T

H x t u t t t t g x t u t t

t f x t u t t t C x t u t t

 

 

 


 

دست آوردن اولين تغييرات  با به
aJ 7( در رابطة جايگذاري و( 

xu , , همراه با مشتقات جزئي HHH سازي، شرايط لازم  با ساده و
رابطة صورت  نظر از شرايط مرزي به براي ارضاء حل مينيمم، صرف

  :آيد ميدست  به )10- 8(
 معادلات حالت -

)8(   ttttutx
H

x ),(),(),(),( 


 


  
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 حال معادلات شبه -

)9(   ttttutx
x

H
),(),(),(),( 


   

 معادلات كنترل -

)10(   ttttutx
u

H
),(),(),(),(0 


   

صورت توابعي از متغيرهاي  از اين معادله، پاسخ كنترل بهينه به
كنترل نامقيد  اين شرط براي. آيددست ميحالت به حالت و شبه
هاي  بودن كنترل، براي انتخاب كنترل ددر صورت مقي. صادق است

. استفاده شود 29اصل مينيمم پانترياگين لازم است از tu)( مجاز
كند كه شرايط لازم با استفاده از اصل مينيمم پانترياگين ايجاب مي

Utuهاي مجاز  براي كليه كنترل )( بايد داشته باشيم:  
)11(     ttttutxHttttutxH ),(),(),(),(),(),(),(),(   

شرايط بهينگي . دهد معادلات فوق شرايط بهينگي را ارائه مي
لاگرانژ  -حالت يك نتيجه بسيار قوي تئوري اويلر و معادلات شبه

تواند منجر به تعيين قانون كنترل بهينه  اين نتيجه مي. باشند مي
در حالت كلي، حل . براي يك فضاپيماي با پيشرانش ثابت شود

فقط براي مسايل خيلي  مذكورتحليلي سيستم معادلات ديفرانسيل 
خطي كوپل شده  اين معادلات عموماً معادلات غير. ساده وجود دارد

هاي روش ،بنابراين. لي براي آنها وجود نداردهستند كه حل تحلي
 .عددي براي حل بيشتر مسائل كنترل بهينه لازم و ضروري است

حالت لازم است شرايط اوليه  براي حل عددي معادلات حالت و شبه
توان شرايط  براي متغيرهاي حالت فيزيكي، مي. آنها مشخص باشد

حالت هيچ  هاي شبهاوليه و نهايي را تعيين نمود، اما براي متغير
اي براي تعيين صحيح شرايط مرزي بهينه وجود  روش تضمين شده

حالت در عمل نسبت به شرايط اوليه  اين، معادلات شبه بر علاوه. ندارد
روش پرتابي نياز به شرايط اوليه متغيرهاي . باشند بسيار حساس مي

آنها زيرا اگر . صورت منطقي انتخاب شوند حالت دارد كه بايد به شبه
  . خورد از مقادير صحيح خيلي دور باشند، روش پرتابي شكست مي

روش پرتابي يك روش غير مستقيم براي حل مسئلة شرط 
مرزي در دو نقطه است كه با مغشوش نمودن عددي يك مسير 

با اعمال اين روش به مسئلة فضاپيما با . شود مرجع حاصل مي
پيشرانش ثابت، معادلات ديفرانسيل حاكم بر متغيرهاي حالت و 

سير مرجع را شوند تا م گيري مي صورت عددي انتگرال حالت به شبه
حالت مجهول  چون مقادير اولية متغيرهاي شبه. تشكيل دهند

اگرچه مسير حاصله شرايط بهينگي را . هستند، آنها را بايد حدس زد
كند اما اين نتيجه منجر به برآورده شدن شرايط نهايي  ارضاء مي

براي تصحيح آن . شود مطلوب براي متغيرهاي حالت فضاپيما نمي

_________________________________ 
29. Pontryagin’s Minimum Principle 

بايد توليد شود كه مقادير اوليةمتغيرهاي مسيرهاي بيشتري 
با استفاده از ماتريس ژاكوپين، تأثير . حالت آنها تغيير يافته باشند شبه

حالت بر مقادير متغيرهاي حالت نهايي  مقادير اوليه متغيرهاي شبه
توان مقادير اولية  شود و در نهايت با تكرار فرايند، مي بررسي مي

جزئيات روش . حالت تقريب زد همناسب را براي متغيرهاي شب
خطي بودن فرايند  معمولاً غير. ارائه شده است ]22[پرتابي، در مرجع 

شود كه از يك حدس اولية ضعيف نتوان به جواب نهايي  سبب مي
بنابراين، لازم است يك روش مناسبي براي . مطلوب همگرا شد

ن مكا ]23[در مرجع . حالت توسعه داد حدس اولية متغيرهاي شبه
اي از  حالت بهينه استخراج شده و براي ناحيه هندسي متغيرهاي شبه

مكان كه در آن تغيير شعاع مداري كمتر از يك چهارم چرخش 
حالت  كامل مداري باشد، روش تحليلي براي تقريب متغيرهاي شبه

روش مذكور براي انتقال تك سوزشي  از . اوليه استخراج شده است
ديگر ارائه شده است كه در اين مقاله از اي به مدار  يك مدار دايره

شود و براي شرايط انتقال چند سوزشي  از يك  نتايج آن استفاده مي
اي ديگر نيز  هاي بيضوي يا دايره اي به مدار مدار بيضوي يا دايره
  .توسعه داده شده است

  كارگيري شرايط بهينگي و الگوريتم حل مسئله به
فيت مطلوب، تابع معيار لازم يابي به مسيرهايي با كي براي دست

سازي مسير، تابع هدف عبارتست از حداقل  در مسئلة بهينه. است
حداقل نمودن زمان  ةنمودن مصرف سوخت كه در اينجا با مسئل

  :شود صورت زير فرموله مي پرواز معادل است و به
ܬ  )الف-12( =  ௙ݐ

ه مدار براي تزريق يك ماهواره ب .زمان نهايي است  ௙ݐ ،كه در آن
  :شود صورت زير تعريف مي زمين آهنگ، شرايط اوليه و نهايي به

଴ݐدر زمان اوليه  =   .هستند متغيرهاي حالت سيستم معلوم 0

  )ب-12(
(଴ݐ)݉ = 22170 ሾ݇݃ሿ,  ݒ(ݐ଴) = 7784.2 ቂ ݏ݉ ቃ, ݎ(ݐ଴) = 6578137 ሾ݉ሿ,  ݅(ݐ଴) = 55° , 28.5°. 

  
قيود . بردكار  توان براي نقاط انتهايي به ميهم شرايط نهايي را 

 :نهايي متناظر با مدار هدف عبارتند از

  )ج-12(
௙൯ݐ൫ݒ = 3074.66 ቂ ݏ݉ ቃ, ݎ൫ݐ௙൯ = 42164137 ሾ݉ሿ,  ݅൫ݐ௙൯ = 0°. 

 از اصل ماكزيمم استفاده) 12(و ) 1(براي مسئلة كنترل بهينه 

  :با تشكيل هميلتونين خواهيم داشت. شود مي
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)13( 

ܪ = 1 + ሶݔ௫ߣ + ሶݕ௬ߣ + ௫ሶߣ+  ሶݖ௭ߣ ቀ− ఓ௥య ݔ + ௠் cos ߰ cos ߶ቁ  +ߣ௬ሶ ቀ− ఓ௥య ݕ + ௠் cos ߰ sin ߶ቁ  +ߣ௭ሶ ቀ− ఓ௥య ݖ + ௠் sin ߰ቁ
شرايط بهينگي منجر به دو قانون كنترلي براي زواياي بردار 

  :شود صورت زير نتيجه مي پيشرانش شده كه به

)14(  tan ߶ = ିఒ೤ሶିఒ ሶೣ
)15(  tan ߰ = ିఒ೥ሶି൫ఒ ሶೣ ୡ୭ୱ థାఒ೤ሶ ୱ୧୬ థ൯

صورت  لاگرانژ به-از تئوري اويلرحالت با استفاده  معادلات شبه
ሶ௫ߣ  :آيد دست مي زير به = ఓ௥ఱ ௫ሶߣൣ ଶݕ) + ଶݖ − (ଶݔ2 − ௬ሶߣ൫ݔ3 ݕ ሶ௬ߣ  ݖݖߣ+ = ఓ௥ఱ ௬ሶߣൣ ଶݔ) + ଶݖ − (ଶݕ2 − ௫ሶߣ)ݕ3 ݔ ሶ௫ߣ  ݖݖߣ+ = ఓ௥ఱ ௭ሶߣൣ ଶݔ) + ଶݕ − (ଶݖ2 − ௫ሶߣ൫ݖ3 ݔ ሶ௫ሶߣ  ݕݕߣ+ = ሶ௬ሶߣ  ௫ߣ− = ሶ௭ሶߣ  ௬ߣ− = ௭ߣ−

)16(  

، بردار T[x,y,z]متغيرهاي حالت مسئله شامل بردار موقعيت 
[vx,vy,vz]سرعت 

T  ،و همچنين جرم جسمm متغيرهاي . هستند
,௫ߣ]حالت نيز شامل  شبه ,௬ߣ ௫ሶߣ]و  ௭]Tߣ , ௬ሶߣ , ௭ሶߣ ]T باشند مي .

اند و بايد قبل از  حالت استخراج شده اكنون معادلات حالت و شبه
شرايط اولية متغيرهاي . گيري شرايط اولية آنها مشخص باشد انتگرال

حالت لاگرانژ  حالت معلومند، اما شرايط اولية متغيرهاي شبه
توان  حالت اولية مستقل را مي اما تعداد متغيرهاي شبه. مجهولند

توان با تقسيم  حالت را مي هريك از متغيرهاي شبه. دكاهش دا
حالت اوليه به مقدار واحد  نمودن هميلتونين به يكي از متغيرهاي شبه

௫(0)ߣديگر  عبارت نرمال نمود، به = حالت متناظر  متغيرهاي شبه. 1
توان  در زمان اوليه مجهول هستند، اما مي zبا موقعيت و سرعت 

اين يك فرض . رابر با صفر درنظر گرفتآنها را در زمان اوليه ب
اي  منطقي است زيرا هر دو متغير در شرايط انتقال مدار صفحه

نشان داده شده كه  ]22[در مرجع . باشند همواره برابر با صفر مي
௫ሶߣو  ௬(0)ߣحالت اولية  مقادير متغيرهاي شبه . با هم برابرند (0)

باشند  ن نهايي مجهول ميحالت اوليه و زما بنابراين، چهار متغير شبه
بعدي، پنج  در مسئلة سه. دست آيند كه بايد توسط روش پرتابي به
اگر سه مؤلفة بردار اندازه حركت . شرط مرزي نهايي وجود دارد

كار روند،  هاي شعاعي و مماسي سرعت به اي همراه با مؤلفه زاويه
 صورت يكتا ها به اين كميت. شود جمعاً پنج شرط مرزي ايجاد مي

اي با شيب مداري و گره صعودي دلخواه را تعيين  يك مدار دايره

توان  هاي آن را مي اي و مؤلفه بردار اندازه حركت زاويه. كنند مي
  :دكرصورت زير محاسبه  به

)17(  
hሬԦ = rԦ × vሬԦ  h୶ = yzሶ − zyሶ   h୷ = zxሶ − xzሶ   h୸ = xyሶ − yxሶ   

اي و سرعت به درستي با يكديگر  اگر اندازه حركت زاويه
مطابقت داشته باشند، آنگاه رابطة بين آنها مقدار صحيح موقعيت را 

 . كند تضمين مي

براي مسئلة انتقال مداري با پيشرانش به وزن اولية بزرگ يا 
توان با  نسبت شعاع مدار نهايي به شعاع اوليه كوچك، مسئله را مي

همچنين، به لحاظ تجربي ثابت . ن جاذبه تقريب زديك فضاي بدو
شده كه تغييرات جرم فضاپيما تأثير كمي بر مكان هندسي 

بنابراين اگر در معادلات حركت  ].23[حالت اوليه دارد  متغيرهاي شبه
 ،ضاي بدون جاذبه استفاده شودجرم ثابت و ف كنندة از دو فرض ساده

 در. دكرگيري  يلي انتگرالصورت تحل توان از معادلات حركت به مي
حسب ، مسئلة روابط تحليلي برنتيجه براي متغيرهاي مجهول

پارامترهاي پيشرانش به وزن اوليه و نسبت شعاع نهايي به شعاع 
  . دست آورد اوليه به

)18(  

௙ݐ = 2ට(ோିଵ)௙ ௫ሶ଴ߣ   = ට(ோିଵ)௙ ௬ሶߣ    ଴ = (ோିଵ)௙   ݂ = ௠்  
 ܴ = ௥೑௥బ 

گذاري روابط فوق، يك مسئلة انتقال مداري براي  براي صحه
با روش  GEOاجتناب از برخورد ضد ماهواره با يك ماهواره در مدار 

متغيرهاي  ةفوق حل شده كه پارامترهاي مسئله و شرايط اولي
هاي تحليلي و عددي در جدول  حالت و زمان سوزش در حالت شبه

شود با استفاده از نتايج  حظه ميكه ملا طور همان. ارائه شده است )1(
حل تحليلي، روش حل عددي پس از چهار بار تكرار به شرايط نهايي 

   .ارائه شده است )1(مسير بهينه حاصله نيز در شكل . همگرا شده است

  و شرايط اوليه مسئله اجتناب از ضد ماهواره پارامتر ها -1جدول 

  شعاع
  )كيلومتر(

  دبي
  )كيلوگرم بر ثانيه(

  تراست
  )نيوتن(

  جرم اوليه
 )كيلوگرم(

42178 000069/0  3/1  2400 
 زمان سوزش  ௨଴ߣ  ௩଴ߣ  تعداد تكرار

138454/0  )جواب تحليلي( 1  4720947/0  7441893/0  
1181/0  )جواب نهايي( 4  3389/0  7379/0  
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 GEOمسير بهينه براي اجتناب از برخورد ضد ماهواره با يك ماهواره در مدار  - 1شكل 

  سوزشي حل مسئله براي حالت چند 

روابط بخش قبل براي يك مسئلة انتقال مداري تك سوزشي  از 
. باشد اي به مدار ديگر با فرضيات مربوطه مناسب مي يك مدار دايره

اي  از يك مدار بيضوي يا دايرهال براي شرايط انتقال چند سوزشي ح
وابط فوق اصلاح اي ديگر لازم است ر هاي بيضوي يا دايره به مدار
شامل فازهاي فعال و  يك انتقال مداري چند سوزشي. شوند
هاي فعال در  توان نشان داد كه فاز مي است وفعال متناوب  غير

ها موتور با  در اين بازه]. 20[ هستندهمسايگي نقاط اوج و حضيض 
. ها موتور خاموش است كند و در ساير زمان حداكثر پيشرانش كار مي

شود و  اعمال نمي پيشرانشمسير، نيروي  فعال غيردر طول فاز 
  :شوند ميزير ساده صورت  به معادلات حركت

با داشتن  بنابراين. داراي حل تحليلي است) 19(معادلات ديفرانسيل 
توان با حل تحليلي آنها را در زمان  مي t଴متغيرهاي حالت در زمان  tଵ اين انتشار يك نگاشت غيرخطي ديگر عبارت به .دست آورد به ،

 بنابراين. كند مذكور تعريف مي هاي زماندر  را غيرهاي حالتتبين م
  :نوشت توان مي

در اين بخش حل . كپلر حدود صد سال پيش اين مسئله را حل كرد
تحليلي مسئله و گسترش آن از يك زمان تا زمان ديگر، با جزئيات 

براي انتشار از يك زمان تا زمان ديگر، لازم است كه . شود بيان مي
  ]:24[ مسئله كپلر را حل نماييم

آنومالي خروج از  Eهاي مداري هستند،  ثابت eو  nكه در آن 
با كمك ) 21(ضمني  ةمعادل عموماً. زمان انتشار است tو  30مركز

يك روش تكراري نيوتن براي متغير آنومالي خروج از مركز حل 
اي بلوك انتقال مداري در  آن موقعيت زاويه وسيلة بهشود، كه  مي

براي حركت مداري، يك تغيير . شود بر روي مدار تعيين مي tزمان 
معادله زير را  Δtن مشخص وجود دارد كه براي مدت زما αزاويه 

  :كند برآورده مي

اگر براي انتشار مداري، تغيير زمان معلوم باشد، بايد يك معادله 
از . هاي تكرار شونده حل نمود جبري ضمني را با استفاده از روش

سوي ديگر، اگر براي انتشار مداري، تغيير زاويه، مشخص و معلوم 
  . باشد ازي به روش تكراري نميفرض شود، ديگر ني

بخش فعال مسير در همسايگي نقطة حضيض مدار  )2(در شكل 
اين مسير مدار . نشان داده شده است 2-1وسيلة خط پررنگ  به

 tୠاگر . كند متصل مي 2را به مدار بيضوي جديد  1بيضوي قديم 
پارامترهاي كانوني و خروج از مركز  pଵ و eଵمدت زمان فاز فعال و 

نيز پارامترهاي متناظر مدار جديد خواهد  pଶ و eଶمدار قديم باشد و 
، φ୮اي محور مدار بيضوي جديد،  براي كاهش چرخش زاويه. بود

طور متقارن حول نقطة حضيض مدار قديم  بخش فعال مسير را به
tଵدهيم و زمان شروع فاز فعال را با  قرار مي = −0.5 ∗ tୠ 

ديگر، زمان روشن شدن موتور در فاز   عبارت به. نماييم مشخص مي
  .استقبل از عبور از نقطة حضيض   ୲ౘଶفعال حركت برابر با 

  

  
  نقطة حضيضمسير بهينه فاز فعال در همسايگي  - 2شكل 

در گام اول با مشخص بودن پارامترهاي مدار بيضوي قديم و زمان 
در ابتداي فاز فعال مشخص  كاركرد موتور، پارامترهاي فضاپيما

دست  صورت زير به حالت هم به شرايط اوليه متغيرهاي شبه .شوند مي
  :آيند مي

_________________________________ 
30. Eccentric Anomaly 

ሷݔ  )الف-19( = − ఓ௥య ݔ
ሷݕ )ب-19( = − ఓ௥య ݕ
ሷݖ)ج-19( = − ఓ௥య ݖ
ሶ݉ )د-19( = 0

)20(  ቈrԦ(tଵ)VሬሬԦ(tଵ)቉ = PൣrԦ(t଴) , VሬሬԦ(t଴)൧

ݐ)݊ )21( − (଴ݐ = ܧ − ݁ sin ܧ

)22( ݇ሾߙ , Δݐሿ = 0 
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  نتايج عددي طراحي مسير بهينه
براي بلوك انتقال طراحي شده مسير بهينه نتايج عددي در اين بخش 

بعدي ارائه و نتايج با حل دوبعدي مقايسه  در حالت سه 31امبريز مداري 
بلوك انتقال مداري مذكور جهت انتقال ماهواره از يك مدار . شود مي

كيلومتر از سطح زمين و با زواياي شيب  200اي با ارتفاع  پارك دايره
 36786يك مدار زمين آهنگ با ارتفاع به درجه  5/28و  55مداري 

براي اين انتقال . رود كار مي فر درجه بهكيلومتر و شيب مداري ص
هر . هاي پروازي مختلف در نظر گرفته شده است مداري سكوئنس

سكوئنس پروازي جداگانه بررسي و براي هريك از آنها مسير بهينه 
نتايج عددي مسير ) 7(الي  )4(هاي  در شكل. استخراج شده است

 55اولية بهينه براي يك سكوئنس پروازي دو سوزشي  و با شيب 
مسير بهينه  )6(و  )4(هاي  در شكل. درجه نشان داده شده است

هاي اول و دوم يك سكوئنس پروازي دو  ترتيب براي سوزش به
سوزشي  در دستگاه مختصات قطبي رسم شده است كه شامل 
پارامترهاي ارتفاع، سرعت هاي شعاعي و مماسي، زواياي پيشرانش در 

هاي  شكل. باشند زاوية مسير پرواز ميصفحه و خارج از صفحة پرواز و 
نيز شامل پارامترهاي زاوية شيب، اندازة سرعت كلي، جرم  )7(و  )5(

هاي اول و دوم  ترتيب براي سوزش جسم و اندازة شتاب پيشرانش به
الي  )8(هاي  در شكل. باشند يك سكوئنس پروازي دو سوزشي  مي

وازي دو سوزشي  نتايج عددي مسير بهينه براي يك سكوئنس پر) 11(
و  )8(هاي  در شكل. درجه نشان داده شده است 5/28و با شيب اوليه 

هاي اول و دوم يك سكوئنس  ترتيب براي سوزش مسير بهينه به )10(
پروازي دو سوزشي  در دستگاه مختصات قطبي رسم شده است كه 
شامل پارامترهاي ارتفاع، سرعت هاي شعاعي و مماسي، زواياي 

فحه و خارج از صفحة پرواز و زاوية مسير پرواز پيشرانش در ص
نيز شامل پارامترهاي زاوية شيب،  )11(و  )9(هاي  شكل. باشند مي

ترتيب براي  اندازة سرعت كلي، جرم جسم و اندازة شتاب پيشرانش به
. باشند هاي اول و دوم يك سكوئنس پروازي دو سوزشي  مي سوزش

سكوئنس پروازي دو  نيز، مسير بهينه براي يك )12(در شكل 
فعال براي  - غيرفعال- سوزشي  كامل، شامل سكوئنس فعال

مسير پرواز متناظر با  )13(در شكل . پارامترهاي فوق رسم شده است
سكوئنس دو سوزشي  در دستگاه مختصات كارتزين در صفحة مداري 

اي اوليه و نهايي، يك فاز  هاي دايره رسم شده است كه شامل مدار
فعال  يگي نقطة حضيض مدار انتقالي، يك فاز غيرفعال در همسا

. باشند بيضوي و يك فاز فعال در همسايگي نقطة اوج مدار انتقالي مي
پارامترهاي مدارهاي اوليه، مياني و نهايي و مدت زمان بهينة فازهاي 
فعال براي سكوئنس پروازي دو سوزشي  براي انتقال ماهواره به مدار 

_________________________________ 
 31. Breez M 

درجه به ترتيب در  55و  5/28ويه شيب ژئوسنكرون براي تغيير زا
همچنين مقايسه نتايج سه بعدي و . ارائه شده است )3(و  )2(جداول 

 55و  5/28دو بعدي در انتقال دو سوزشي براي تغيير زاويه شيب 
همانگونه كه . شده است ارائه )5(و ) 4(درجه به ترتيب در جداول 

هاي  درجه زمان 55ازة دشود، براي تغيير شيب مداري به ان ملاحظه مي
درصد و  2.27سوزش اول و دوم نسبت به حالت دوبعدي به ترتيب 

نيز نتايج انتقال دو سوزشي ) 6(در جدول. يابد درصد افزايش مي 8/37
  .درجه با يكديگر مقايسه شده است 5/28و  55با زواياي شيب 

  
  بعدي مسير بهينه براي سوزش اول يك انتقال دو سوزشي  در حالت سه - 4شكل 

  
  بعدي مسير بهينه براي سوزش اول يك انتقال دو سوزشي  در حالت سه  - 5شكل 

  
  بعدي مسير بهينه براي سوزش دوم يك انتقال دو سوزشي در حالت سه - 6شكل 
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  .استسوزش كلي حدود پنج درصد 

  مراجع

[1] Brown, K. R., and Johnson, G. W., “Real-Time Optimal 
Guidance”, IEEE Transactionson Automatic Control, 
Vol. AC-12, No. 5, 1967, pp. 501-506. 

[2] Brown, K. R., Harrold, E. F., and Johnson, G. W., 
“Some New Results on Space Shuttle Atmospheric 
Ascent Optimization”, AIAA Paper NO. 70-978, 1970. 

[3] J. Calise, “Further improvements to a Hybrid Method 
for Launch Vehicle Sscent Trajectory Optimization,” 
AIAA Guidance, Navigation and Control Conference, 
2000, 14-17.  

[4] Dukeman,G.A., “Atmospheric Ascent Guidancefor 
Rocket-Powered Launch Vehicles,” AIAA Guidance, 
Navigation, and Control Conference and Exhibit, AIAA- 
2002-4559, Monterey, CA, August 5-8, 2002. 

[5] Dukeman, G. A., and Calise, A. J., “Enhancements to 
an Atmospheric Ascent Guidance Algorithm,” AIAA 
Guidance, Navigation and Control Conference, AIAA-
2003-5638, Austin, TX, August 11-14, 2003 

[6] Zhang, L., A Fixed-point Framework for Launch 
Vehicle Ascent Guidance, (Ph.D. Thesis), Iowa State 
University, 2006. 

[7] Brown, K. R., Harrold, E. F. and Johnson, G. W., 
“Some New Results on Space Shuttle Atmospheric 
Ascent Optimization,” AIAA Paper No. 70-978, 1970. 

[8] Cohen, A.O., and Brown, K.R., “Real-Time Optimal 
Guidance for Orbital Maneuvering”, AIAA Journal, 
Vol. 10, No. 5, 1972, pp. 680-685. 

[9] Jezewski, D.J., “Optimal Analytical Multiburn 
Trajectories,” AIAA Journal, Vol. 11, No. 9, 1973, pp. 
1266-1272. 

[10] Calise, A. J., “Further Improvements to a Hybrid 
Method for Launch Vehicle Ascent Trajectory 
Optimization,” AIAA Guidance, Navigation, and 
Control Conference and Exhibit, AIAA-2000-4261, 
Denver, CO, August 14-17, 2000. 

[11] Gath, P. F., and Calise, A. J., “Optimization of Launch 
Vehicle Ascent Trajectories with Path Constraints and 
Coast Arcs,” Journal of Guidance, Control, and 
Dynamics, Vol. 24, No. 2, 2001, pp. 296-304. 

[12] Lu, P. and Griffen, B. J.,  “Rapid Optimal Multiburn 
Ascent Planning and Guidance,” Journal of Guidance, 

Control and Dynamics, Vol. 31, No. 6, 2008, pp. 1656-
1664. 

[13] Pan, B. and Lu, P., “Rapid Optimization of Multiburn 
Rocket Trajectories Revisited”,AIAA Guidance, 
Navigation and Control Conference, 10-13 August 2009. 

[14] Jaminson, B. R. and Coverstone, V., “Analytical Study 
of the Primer Vector and Orbit Transfer Switching 
Function,” Journal of Guidance, Control and 
Dynamics, Vol. 33, No. 1, 2010, pp. 235-245. 

[15] Stephen, W., Thrasher, J.  and Thomas J. F., “Orion’s 
Exoatmospheric Burn Guidance Architecture and 
Algorithm,” AIAA Guidance, Navigation, and Control 
Conference, 2011. 

[16] Pan, B., Lu, P. and Chen, ZH., “Three-Dimensional 
Closed-form Costate Solutions in Optimal Coast,” 
Elsevier Science Direct Acta Astronautica, Vol. 30, No. 
77, 2012 , pp. 156-166. 

[17] Hernandez, S. and Akella, M. R., “Finite-Thrust Orbit 
Transfers to any Circular-Equatorial Orbit using 
Lyapunov-based Feedback Control,” Fifth International 
Conference on Spacecraft Formation Flying Missions 
and Technologies, 2013. 

[18] Oliveira, T. C. and Rocco, E. M., “Minimum Fuel Low-
Thrust Transfers for Satellites Using a Permanent Magnet 
Hall Thruster,” Hindawi Publishing Corporation, 
Mathematical Problems in Engineering,  Feb 25, 2013. 

[19] Heydari, A. and Blakrishnan, S.N., “Optimal Orbit 
Transfer with on-off Actuators Using a Closed Form 
Optimal Switching Scheme,” Guidance, Navigation 
and Control and Co-Located Conferences, 2013. 

[20] Bortakovskii, A. S. and Konovalova, A. A., “Optimal 
Injection of a Satellite into Geostationary Orbit Using a 
Limited Number of Thruster Firings,” Journal of Computer 
and Systems Sciences, No. 52, 2013, pp. 938-948. 

[21] Bryson A. E. and Ho, Y., Applied Optimal Control,. 
Hemisphere Publishing Corporation, Bristol, PA, 
Revised Printing Edition, CRC Press, 1975. 

[22] Alavipour, M., Nikkhah, A. A. and Roshanian, J., 
“Optimal Multiple-Burn Injection of a Satellite into 
Geostationary orbit using an Upper Stage,” Modares 
Mechanical Engineering, Vol. 17, No. 6, 2017, pp. 157–
167 (In Persian). 

[23] Thorne, J. D. and Hall, C. D., “Approximate Initial 
Lagrange Costatesfor Continuous-Thrust Spacecraft,” 
Journal of Guidance, Control, and Dynamics,Vol. 19, 
No. 2, 1996, pp. 283–288. 

[24] Curtis, H.D., Orbital Mechanics for Engineering 
Students, Elsevier Butterworth-Heinemann, 2005. 

 




